Logika, lista 2.

. Dowie$¢, ze T+ o & VM =T, M = . Wywnioskowaé stad, ze definicja -
jest poprawna.

. Dowies¢, ze M = N = M = N.

. Dowies¢, ze jesli M = N i L, M sa, skonczone, to M = N. Wiecej: istnieje
zdanie o takie, ze M |= o oraz VN o, N = M.

. Zalézmy, ze L jest skonczonym jezykiem relacyjnym. Dowies¢, ze M = N &
Vn D ma strategie zwycieska w grze I',,(M, N).

. Dowies¢, ze jesli T jest zupelna i posiada rekurencyjnie przeliczalny zbiér ak-
sjomatéw, to T jest rozstrzygalna.

. Zalézmy, ze w zdaniu ¢ wystepuja wylacznie unarne symbole relacyjne (poza
logicznymi). Dowie$é, ze In < w (n zalezy tylko od dtugosci ) takie, ze jesli
¢ ma model, to ma model mocy < n.

. Wywnioskowa¢ stad, ze istnieje algorytm rozstrzygajacy, czy ¢ jest tautologia,
dla ¢ takich, jak w zadaniu 6.

. Niech
FLO ={¢:VM = LO, M skoticzony = M = ¢},

FLOyx = {¢:3nVM = LO, M skonczony i |[M| >n = M = ¢}.

(a) Dowiesé, ze teorie F'ILO, FLO,, sa rozstrzygalne (wsk: uzy¢ gier Ehren-
feuchta).
(b) Zauwazy¢, ze F'LO nie jest zupela, F LOy, jest zupelnai FLO,, = Th(?,<

).

. (a) Dowies¢, ze nie istnieje zdanie ¢ takie, ze VM, M = ¢ <= M skoriczony.
(b) Dowiesé, ze nie istnieje teoria T O LO ktéra ma modele nieskoniczone i
ktorej wszystkie modele nieskonczone sa, dobrze uporzadkowane.



Logika, lista 3.

. Niech BAg bedzie teoria bezatomowych algebr Boole’a. Dowies¢, ze BAy jest
No-kategoryczna i dopuszcza redukcje kwantyfikatoréw.

. Udowodnié, ze jesli T jest zupelna i dopuszcza redukcje kwantyfikatorow, to
dla M,N =T, M C N implikuje M < N.

. Sprawdzié, ze przestrzen Stone’a S(B) algebry Boole’a B jest zwarta. Dowiesé,
ze gdy B jest przeliczalna, to przestrzen S(B) jest homeomorficzna z domknietym
podzbiorem zbioru Cantora.

. Zalézmy, ze M jets modelem dla jezyka L oraz N jest modelem teorii Th(M, n)menm
(w jezyku L(M)). Niech M' = {m®" : m € M}. Dowies¢, ze

(a) M' jest modelem dla L (ze struktura indukowana, z N).

(b) M'" = M oraz M' < N.

. Udowodni¢, ze kazdy filtr wlasciwy w algebrze Boole’a B zawiera si¢ w pewnym
ultrafiltrze.

. (a) Udowodnié, ze kazde dwie skoriczone algebry Boole’a o tej samej liczbie
elementéw sa, izomorficzne.

(b) Udowodnié, ze algebra Boole’a B jest skoniczona <= S(B) jest skonficzona.
(c¢) Udowodnié, ze liczba elementéw skoniczonej algebry Boole’a jest potega, 2.

. Udowodnié, ze w pewnym elementarnym rozszerzeniu Z' grupy (Z,4+) ist-
nieje element a # 0 podzielny (tzn. taki, ze dla kazdego n > 0, Z' E
drz+---+=a).

——————

n

. (a) Opisaé wszystkie modele przeliczalne teorii (Z,S), gdzie S jest funkcja
nastepnika (z dokladnoscia do izomorfizmu).

(b) Cyklem na zbiorze k-elementowym X = {x1,..., 2} nazwiemy strukture
(X, S), gdzie S jest permutacja zbior/u X taka, ze S(x;) = x;41 dla i < k,
za$ S(zx) = z1. Niech T bedzie teroia cykli skoficzonych w jezyku L = {S},
tzn. zbiorem zdani prawdziwych we wszystkich cyklach skoriczonych (X, S).
Udowodnié, ze T i Th(Z, S) maja, te same nieskoriczone modele przeliczalne.

. Zalézmy, ze G jest pewna, grupa, permutacji niepustego skonczonego zbioru X
(tzn. G < S(X)). Udowodnié, ze dla pewnego jezyka L, na zbiorze X mozna
okresli¢ strukture dla L tak, ze G = Aut(X).



