Logika, lista 4.

Jak zwykle, kazdy podpunkt zadania traktowany jest jako potencjalnie jedno z 3
zadan domowych oraz wéréd tych 3 zadan domowych nie moga sie znalezé dwa
podpunkty z tego samego zadania z listy.

1. Niech R* bedzie niestandardowym modelem analizy, tzn. X;-nasyconym mod-

elem teorii

A=Th(R,+,- [, P, x)f,P,x wszystkie funkcje, relacje, l.rzeczywiste>

elementarnym rozszerzeniem R.
(a) Liczbe a € R* nazywamy ograniczona, jesli istnieje r € R t.ze R* = —r <
a < r. Liczbe a € R* nazywamy infinitezymalna, jesli Vn € N, R* = —1/n <
a < 1/n. Dowiesé, ze jesli a € R* jest ograniczona, to istnieje jedyna liczba
st(a) € R taka, ze st(a) — a jest infinitezymalna. st(a) nazywamy czescia
standardowa, a.
(b) Zalézmy, ze f : R — R jest rozniczkowalna w a € R. Niech a’ # 0 bedzie
infinitezymalna. Dowies¢, ze f'(a) = st(wy
(c) jedna, z relacji jezyka L jest N (x) definiujaca w R liczby naturalne. Dowiesé,
ze (NF+,.) jest Nj-nasyconym rozszerzeniem (N, +,-). W zwiazku z tym w
R* istnieja niestandardowe liczby naturalne.
(d) Zalézmy, ze f : I — R jest ciagta. [ = [0,1]. Niech n* € R* bedzie
niestandardowa, liczba naturalna. Dowies¢, ze

(formalnie: w R: niech g(n) = 37, % (%), g jest symbolem jezyka L. Wowczas

w R*: g®(n*) interpretujemy formalnie jako 37 o' L f(-L)).

(e) Zalézmy, ze f: R — R. Dowiesé, ze lim, o+ f(x) = a <= V infinitezy-
malnej b > 0, st(f(b)) = a.

Wymysli¢ rézne inne podobne przyktady: rozmaitosci, ruchy Browna, osobliwosci

1tp.

2. (a) Dowiesé, ze jesli M = N, N przeliczalny, M Wy-nasycony, to IM’ <
M, M' =~ N.

(b) Dowiesé, ze jesli M = N sa, przeliczalne, nasycone, to M = N.

3. Niech T bedzie teoria niezaleznych predykatéw P, (z),n < w.
(a) Udowodnié¢, ze T jest q.e.,
(b) Opisaé typy w S1 (M), M = T.
(c) Dowiesé, ze Vk > 2% T jest k-stabilna.
(d) Opisa¢ nasycony model T'w dowolnej mocy > 2%,



. (a) Dowiesé, ze DLOy = Th(Q, <) oraz BAy nie sa Ro-stabilne (wsk: w DLOy:
ciecia Dedekinda).
(b) Dowiesé, ze teorie te nie sa stabilne.

. Zalézmy, ze M jest nieskonczonym, przeliczalnym, nasyconym modelem. Dowies¢,
ze Aut(M) jest

(a) nieskonczona,

(b) mocy 2%,

(¢) homeomorficzna z przestrzenia Baire’a.

Nawiasem mowiac, w ten sposdéb dostajemy wiele przykltadéw grup topolog-
icznych, tzn. grup, ktére sa przestrzeniami topologicznymi 77 ( a wiec i Ty 1 )

i w ktérych dzialania grupowe (mnozenie i branie elementu odwrotnego) sa
ciagle.

. Udowodni¢ tw. Scotta: (a) punkt (1), (b): punkt (2).

. Znalez¢ zdania Scotta dla nastepujacyh struktur: (a)(Z, <) (b)(Q, <), (¢)(NU
N*, <), (d) (ZU Z,<) (tu: N* = N z odwréconym porzadkiem, Z U Z: dwie
kopie Z, jedna za druga.

. * Dowie$¢, ze dla T zupemej w jezyku przeliczalnym i x < 2%:
Jesli {pa, 0 < Kk} C S(0) jest rodzina typdéw nieizolowanych, to IM E T
omijajacy wszystkie typy pa, @ < k.



