
Logika, lista 4.

Jak zwykle, każdy podpunkt zadania traktowany jest jako potencjalnie jedno z 3
zadań domowych oraz wśród tych 3 zadań domowych nie moga

‘
sie

‘
znaleźć dwa

podpunkty z tego samego zadania z listy.

1. Niech R∗ be
‘
dzie niestandardowym modelem analizy, tzn. ℵ1-nasyconym mod-

elem teorii

A = Th(R, +, ·, f, P, x)
f,P,x wszystkie funkcje, relacje, l.rzeczywiste,

elementarnym rozszerzeniem R.
(a) Liczbe

‘
a ∈ R∗ nazywamy ograniczona

‘
, jeśli istnieje r ∈ R t.że R∗ |= −r <

a < r. Liczbe
‘
a ∈ R∗ nazywamy infinitezymalna

‘
, jeśli ∀n ∈ N, R∗ |= −1/n <

a < 1/n. Dowieść, że jeśli a ∈ R∗ jest ograniczona, to istnieje jedyna liczba
st(a) ∈ R taka, że st(a) − a jest infinitezymalna. st(a) nazywamy cze

‘
ścia

‘
standardowa

‘
a.

(b) Za lóżmy, że f : R → R jest różniczkowalna w a ∈ R. Niech a′ 6= 0 be
‘
dzie

infinitezymalna. Dowieść, że f ′(a) = st(f(a+a′)−f(a)
a′

).
(c) jedna

‘
z relacji je

‘
zyka L jest N(x) definiuja

‘
ca w R liczby naturalne. Dowieść,

że (NR∗

, +, ·) jest ℵ1-nasyconym rozszerzeniem (N, +, ·). W zwia
‘
zku z tym w

R∗ istnieja
‘
niestandardowe liczby naturalne.

(d) Za lóżmy, że f : I → R jest cia
‘
g la. I = [0, 1]. Niech n∗ ∈ R∗ be

‘
dzie

niestandardowa
‘
liczba

‘
naturalna

‘
. Dowieść, że

∫
I
f = st(

n∗
−1∑

i=0

1

n∗
f(

i

n
)).

(formalnie: w R: niech g(n) =
∑n−1

i=0
1
n
f( i

n
), g jest symbolem je

‘
zyka L. Wówczas

w R∗ : gR∗

(n∗) interpretujemy formalnie jako
∑n∗

−1
i=0

1
n∗

f( i
n∗

)).
(e) Za lóżmy, że f : R → R. Dowieść, że limx→0+ f(x) = a ⇐⇒ ∀ infinitezy-
malnej b > 0, st(f(b)) = a.
Wymyślić różne inne podobne przyk lady: rozmaitości, ruchy Browna, osobliwości
itp.

2. (a) Dowieść, że jesli M ≡ N, N przeliczalny, M ℵ0-nasycony, to ∃M ′ ≺
M, M ′ ∼= N .

(b) Dowieść, że jeśli M ≡ N sa
‘
przeliczalne, nasycone, to M ∼= N .

3. Niech T be
‘
dzie teoria

‘
niezależnych predykatów Pn(x), n < ω.

(a) Udowodnić, że T jest q.e.,
(b) Opisać typy w S1(M),M |= T .
(c) Dowieść, że ∀κ ≥ 2ℵ0 , T jest κ-stabilna.
(d) Opisać nasycony model T w dowolnej mocy ≥ 2ℵ0 .

1



4. (a) Dowieść, że DLO0 = Th(Q,≤) oraz BA0 nie sa
‘
ℵ0-stabilne (wsk: w DLO0:

cie
‘
cia Dedekinda).

(b) Dowieść, że teorie te nie sa
‘
stabilne.

5. Za lóżmy, że M jest nieskończonym, przeliczalnym, nasyconym modelem. Dowieść,
że Aut(M) jest
(a) nieskończona,
(b) mocy 2ℵ0 ,
(c) homeomorficzna z przestrzenia

‘
Baire’a.

Nawiasem mówia
‘
c, w ten sposób dostajemy wiele przyk ladów grup topolog-

icznych, tzn. grup, które sa
‘

przestrzeniami topologicznymi T1 ( a wie
‘
c i T3 1

2

)

i w których dzia lania grupowe (mnożenie i branie elementu odwrotnego) sa
‘

cia
‘
g le.

6. Udowodnić tw. Scotta: (a) punkt (1), (b): punkt (2).

7. Znaleźć zdania Scotta dla naste
‘
puja

‘
cyh struktur: (a)(Z,≤) (b)(Q,≤), (c)(N ∪

N∗,≤), (d) (Z ∪ Z,≤) (tu: N∗ = N z odwróconym porza
‘
dkiem, Z ∪ Z: dwie

kopie Z, jedna za druga
‘
.

8. * Dowieść, że dla T zupe lnej w je
‘
zyku przeliczalnym i κ < 2ℵ0 :

Jeśli {pα, α < κ} ⊆ S(∅) jest rodzina
‘

typów nieizolowanych, to ∃M |= T
omijaja

‘
cy wszystkie typy pα, α < κ.
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