Logika, lista 5.

W zadaniach 2-10, U oznacza ultrafiltr niegléwny na w. Zadania w nastepujacych
grupach sa, podobne:

{2,3,4}, {6,7,8}, {14,16,17,18}.

Jako zadanie domowe wolno zrobic co najwyzej jedno zadanie w kazdej z tych grup.
Podpunkt kazdego zadania liczy sie jako oddzielne zadanie. Nie wolno oddac jako
zadania domowego dwoch podpunktoéw tego samego zadania.

1. Zalézmy, ze ¢ jest formula w jezyku L. Niech 7" oznacza skolemizacje teorii w
jezyku L, z pustym zbiorem aksjomatéw.

(a) Udowodnié, ze istnieje skoriczony zbiér A C T zlozony z formul otwartych,
taki ze w teorii o zbiorze aksjomatow A, zdanie ¢ jest réwnowazne pewnej
formule otwartej 1.

(b) Niech L' bdzie skoficzonym jezykiem ztozonym z symboli wystepujacych w
Aipiy (z punktu (a)). Zalézmy, ze M jest L'-struktura, modelem dla zbioru

formut A" = AU {¢} oraz B C M. Udowodnié, ze podstruktura struktury M
generowana przez zbiér B réwniez jest modelem dla A’.

Komentarz: to zadanie jest podstawa, dla metody rezolucji. Metoda ta to semi-
algorytm rozstrzygajacy, czy dana formula jest tautologia (daje odpowiedz tak,
gdy jest, nie daje odpowiedzi w przeciwnym razie).

2. Dowies¢, ze jesli N;, i < w jest rodzing struktur skonczonych takich, ze ciag
ki = || N;|| jest rosnacy, to [1;c,, N;/U ma moc 2%,

3. W strukturze [];c, (N, <)/U znalezé nieskonficzony ciag malejacy.

4. Zalézmy, ze K,,n < w, sa ciatlami. Niech R = [],c, Kn, K = Il,,c, Kn/U. R
jest pierScieniem, K jest cialem. Niech M = {f € R: {i: f(i) = 0} € U}.
Dowiesé, ze M jest idealem maksymalnym w R oraz K = R/M.

5. Dowiesé, ze [1,c, My, /U jest Ni-nasycony (zakladamy, ze jezyk jest przeliczalny).
6. Dowiesé, ze [1,c,(Z,+)/U nie jest wolna grupa abelowa.

7. Niech F(2) bedzie grupa wolna o 2 generatorach. Dowiesé, ze ], F(2)/U
nie jest grupa wolna, (wsk. do 5,6: znalezé¢ w ultrapotegach element, ktéry jest
podzielny przez n dla kazdego n > 0).

8. Zalézmy, ze G jest grupa. Dowiesé, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:
(a) [Thew G/U zawiera kopie F'(2).
(b) Vnda, b € GV nieskracalnego stowa w(z,y) dlugosci < n, G = w(a,b) # e.
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* Niech G bedzie grupa {f € Sym(w) : {i : f(i) # i} jest skoriczony} (permu-
tacje w o nosnikach skoriczonych, Sym(w) oznacza grupe wszystkich permutacji
zbioru w). Uzywajac zad. 7 dowiesé, ze [],c, G/U zawiera kopie F'(2).

* Dowiesé, ze jesli [1,ec, G/U zawiera kopie F'(2), to zawiera grupe wolna, o
2%0_generatorach.

Niech R* =[I,c, R/U. R < R*. Znalezé w R* elementy:
(a) nieskoriczenie matle, nieskoriczenie duze;
(b) inne obiekty rozwazane na licie 4 w zwiazku z analiza niestandardowa,

Zalézmy, ze relacja R jest grafem dzialania * na zbiorze X (tzn. R(z,y,z) <
xxy = z). Napisa¢ w jezyku L = {R} zdanie ¢ takie, ze

(a) (X,R) = ¢ <= * jest przemienne;

(b)(X, R) = ¢ <= * jest laczne.

(tego zadania nie wolno oddawac¢ jako zadania domowego).

Dowiesé, ze dla a < 3, Vo, C Vi oraz o € Vy1 \ Va. (tego zadania nie wolno
oddawac jako zad. domowe)

Zalézmy, ze U jest ultrafiltrem na zbiorze I. Dowiesé, ze [1;c;(w, <)/U jest do-
brym porzadkiem <= U jest zamkniety ze wzgledu na przeliczalne przekroje.

* Napisa¢ formule Sat(z,y) w jezyku Lyp taka, zedla @ € Lyp, Sat(X,¢) <
(X,€) = o

Dowies¢ twierdzenia o €-indukcji:
Jesli Vo ((Vy € = p(y)) = ¢(z)), to Vzp(z).

Definiujemy range rk : V' — Ord w nastepujacy sposéb (przez €-indukcje):
rk(x) = min{a € Ord : Vy € x rk(y) < a}.
Dowiesé, ze rk(z) < a <= x € V4.

Udowodnié¢ (bez odwotlywania sie do pewnika wyboru i aksjomatu nieskoniczonosci),

ze dla kazdego zbioru z istnieje zbiér x’ réwnoliczny z x i roztaczny z x.



