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Zad. 1 Podaj pare zasadniczo réznych przykladéw drzew o nieprzeliczalnej wysokosci. Jak
grube i jak chude moga by¢ takie drzewa? Jak grube moga by¢, jesli zalozymy skoniczong
rozgatezialnosé?

Zad. 2 Podaj przyklad drzewa (T, <r) takiego, ze dla kazdego t € T istnieje s € T taki, ze
t <r s, ale T' nie ma kofinalnej gatezi.

Zad. 3 Pokaz, ze jezeli drzewo T zawiera lancuch mocy k, to zawiera réwniez antyltancuch
mocy k. Czy zachodzi implikacja odwrotna?

Zad. 4 Pokaz, ze nie istnieje nieprzeliczalna rodzina A podzbioréw w, ktéra jest dobrze upo-
rzadkowana przez C. Czy w tym stwierdzeniu stowo “dobrze” mozna zastapi¢ przez “liniowo’”?

Zad. 5 Na wyktadzie zdefiniowaliSmy zbiér
F ={f:dom(f) Cwi,rng(f) C w,|w\rng(f)| =w, f jest 1-1 }

i relacje
fC"g < dom(f) Cdom(g)A{a: f(a) # g(a)} jest skoriczony.

Pokazalismy tez, ze jezeli fo C* f1 C* fo C* ... (fn € F), to istnieje f € F taki, ze f, C* f
dla kazdego n.

a) Uzasadnij, ze istnieje w takim razie ciag (fa)a<w, taki, ze fo C* fg dla a < .
b) Niech T ={f € F: Ja fo C* f, f C* fo}. Pokaz, ze (T, C) jest drzewem Aronszajna.

Zad. 6 Niech (T, <p) bedzie drzewem. Zal6zmy, ze = jest liniowym porzadkiem na 7' i
zdefiniujmy porzadek leksykograficzny na T"

§<jex t <= s <ptV(s,tsanieporownywalne i s(A(s,t)) < t(A(s,t)),

przy czym A(s,t) = min{a: s(a) # t(a)}, a s(a) to (jedyny) element T' z poziomu « taki,
ze s(a) <r s. (Uwaga. Porzadek =< jest nam potrzebny tylko do porzadkowania zbiorow
nastepnikow. )

a) Pokaz, ze <j, jest porzadkiem liniowym,
b) Jaki warunek musi spetnia¢ drzewo T, zeby (T, <i.,;) byl porzadkiem gestym?

¢) Znajdz drzewo T takie, zeby (T, <je.) byt izomorficzny z (N, <). Z (Q, <). Z (R, <). (Zeby
uniknaé trywialnych rozwiazan zaloz, ze kazdy element ma skonczenie wiele nastepnikow).

c) Pokaz, ze jezeli T jest drzewem Aronszajna, to (7', <j.,) nie zawiera przeliczalnego zbioru

gestego.

Zad. 7T Pokaz, ze istnieje krzaczaste drzewo Aronszajna, tzn. takie drzewo Aronszajna,
ktorego kazdy wierzchotek ma nieskonczenie wiele nastepnikow.



