Zastosowania kombinatoryki nieskoriczonej lista 0 2014

Dobre porzadki i indukcja pozaskoiiczona.

Zad. 1 Jaka moze by¢ moc liniowo uporzadkowanego podzbioru (P(N), C)?

Zad. 2 Rozwazmy rodzine zbioréw (A, )aca. Pokaz, ze istnieje rodzina (B, )aeca zbiorow
parami roztacznych takich, ze dla kazdego @ By, € Ay i Uyep Aa = Ugen Ba-

Zad. 3 O podzbiorze A C R powiemy, ze jest c-gesty, jesli tnie sie z kazdym niepustym
przedziatem otwartym na zbiorze mocy ¢. Pokaz, ze R mozna podzieli¢ na ¢ parami
roztacznych zbioréw c-gestych.

Zad. 4 Pokaz, 7e istnieje zbior A C R2, ktéory ma dokladnie dwa punkty wspolne z
kazda prosta.

Zad. 5 Pokaz, ze R? bez punktu jest suma rodziny parami roztacznych prostych.

Zad. 6 Pokaz, ze kazda funkcja f: R — R jest suma dwoch funkcji réoznowartos-
ciowych.

Zad. 7 Udowodnij, ze kazda przestrzen liniowa ma baze.

Zad. 8 Pokaz, ze istnieje rodzina (7},)a<w, podzbiorow N taka, ze T, \ T jest nieskoric-
zony wtedy i tylko wtedy, gdy a < f.

Zad. 9 Niech f: A — R bedzie funkcja ciagha (A C R). Pokaz, ze f mozna rozszerzy¢
do funkcji cigglej f: B — R, gdzie A C Bi B € II9.

Zad. 10  Skonstruuj funkcje f: R — R, ktora jest nieciggta na kazdym podzbiorze
mocy ¢. (Wskazowka: uzyj poprzedniego zadania).

Zad. 11  Pokaz, ze istnieje liczba porzadkowa e taka, ze w® = e.

Zad. 12 Udowodnij, ze kazdy podzbiér domkniety A C R jest suma zbioru doskon-
atego i przeliczalnego.

Zad. 13  Niech By = C]0,1] (przestrzeni funkcji ciagltych). Dla liczby porzadkowej o
niech B, sktada sie z funkcji bedacych granicami punktowymi funkceji z B,. Co to jest
B:? Jaka jest najmniejsza liczba v taka, ze B, = B,417 Co to jest B,?

Zad. 14 Wskaz przestrzen topologiczna taka, ze wy jest jej rangg Cantora-Bendixsona.



Zadania rekreacyjne
Zad.* 15 Pokaz, ze kazdy ciag Goodsteina zbiega do 0.

Zad. 16 Rozwazmy automat do gry o nastepujacym dzialaniu: po wrzuceniu ztotowki
automat wydaje nam dwa zlote. Jak gra¢, zeby spluka¢ sie po nieskoriczeniu wielu
rundach? Wersja trudniejsza: zaldzmy, ze stosujemy w tej grze strategie losowq (przy
czym poczqwszy od drugiego ruchu korzystamy tylko z monet wydanych przez automat).
Pokaz, ze z prawdopodobienistwem 1 po nieskonczenie wielu rundach przegramy wszystkie
pienigdze.

Oszustwo teoriomiarowe. Zalézmy hipoteze continuum. W barze dwie osoby graja w
lotki. Profesor Bufini proponuje im demonstracje nastepujacej sztuczki: pod nieobecnosé
profesora obydwaj gracze wykonaja po jednym rzucie, a wtedy on, wnioskujac jedynie na
podstawie $ladow po lotkach, odgadnie, ktory gracz rzucal pierwszy. Jak profesor chce
dokona¢ sztuczki? Ot6z zawczasu, uzywajac hipotezy continuum, ustawil on wszystkie
punkty tarczy w ciag dtugosci w;. Widzac Slady po rzutach wnioskuje nastepujaco: pier-
wszy musial rzucaé¢ gracz, ktory trafit w punkt o nizszym numerze. Istotnie, zal6zmy,
ze pierwszy gracz trafit w punkt r,. Zbiér punktéw o numerach nizszych niz a jest
przeliczalny, a wiec miary Lebesgue’a 0. W takim razie drugi gracz z prawdopodobienst-
wem 1 trafil w punkt o wyzszym numerze. Gdzie tkwi blad w rozumowaniu profesora
Bufiniego?
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