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Dobre porz¡dki i indukcja pozasko«czona.

Zad. 1 Jaka mo»e by¢ moc liniowo uporz¡dkowanego podzbioru (P(N),⊆)?

Zad. 2 Rozwa»my rodzin¦ zbiorów (Aα)α∈Λ. Poka», »e istnieje rodzina (Bα)α∈Λ zbiorów
parami rozª¡cznych takich, »e dla ka»dego α Bα ⊆ Aα i

⋃
α∈ΛAα =

⋃
α∈ΛBα.

Zad. 3 O podzbiorze A ⊆ R powiemy, »e jest c-g¦sty, je±li tnie si¦ z ka»dym niepustym
przedziaªem otwartym na zbiorze mocy c. Poka», »e R mo»na podzieli¢ na c parami
rozª¡cznych zbiorów c-g¦stych.

Zad. 4 Poka», »e istnieje zbiór A ⊆ R2, który ma dokªadnie dwa punkty wspólne z
ka»d¡ prost¡.

Zad. 5 Poka», »e R3 bez punktu jest sum¡ rodziny parami rozª¡cznych prostych.

Zad. 6 Poka», »e ka»da funkcja f : R → R jest sum¡ dwóch funkcji ró»nowarto±-
ciowych.

Zad. 7 Udowodnij, »e ka»da przestrze« liniowa ma baz¦.

Zad. 8 Poka», »e istnieje rodzina (Tα)α<ω1 podzbiorów N taka, »e Tα\Tβ jest niesko«c-
zony wtedy i tylko wtedy, gdy α < β.

Zad. 9 Niech f : A→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ (A ⊆ R). Poka», »e f mo»na rozszerzy¢
do funkcji ci¡gªej f̂ : B → R, gdzie A ⊆ B i B ∈ Π0

2.

Zad. 10 Skonstruuj funkcj¦ f : R → R, która jest nieci¡gªa na ka»dym podzbiorze
mocy c. (Wskazówka: u»yj poprzedniego zadania).

Zad. 11 Poka», »e istnieje liczba porz¡dkowa ε taka, »e ωε = ε.

Zad. 12 Udowodnij, »e ka»dy podzbiór domkni¦ty A ⊆ R jest sum¡ zbioru doskon-
aªego i przeliczalnego.

Zad. 13 Niech B0 = C[0, 1] (przestrze« funkcji ci¡gªych). Dla liczby porz¡dkowej α
niech Bα+1 skªada si¦ z funkcji b¦d¡cych granicami punktowymi funkcji z Bα. Co to jest
B1? Jaka jest najmniejsza liczba γ taka, »e Bγ = Bγ+1? Co to jest Bγ?

Zad. 14 Wska» przestrze« topologiczn¡ tak¡, »e ω1 jest jej rang¡ Cantora-Bendixsona.



Zadania rekreacyjne

Zad.∗ 15 Poka», »e ka»dy ci¡g Goodsteina zbiega do 0.

Zad. 16 Rozwa»my automat do gry o nast¦puj¡cym dziaªaniu: po wrzuceniu zªotówki
automat wydaje nam dwa zªote. Jak gra¢, »eby spªuka¢ si¦ po niesko«czeniu wielu
rundach? Wersja trudniejsza: zaªó»my, »e stosujemy w tej grze strategi¦ losow¡ (przy
czym pocz¡wszy od drugiego ruchu korzystamy tylko z monet wydanych przez automat).
Poka», »e z prawdopodobie«stwem 1 po niesko«czenie wielu rundach przegramy wszystkie
pieni¡dze.

Oszustwo teoriomiarowe. Zaªó»my hipotez¦ continuum. W barze dwie osoby graj¡ w
lotki. Profesor Bu�ni proponuje im demonstracj¦ nast¦puj¡cej sztuczki: pod nieobecno±¢
profesora obydwaj gracze wykonaj¡ po jednym rzucie, a wtedy on, wnioskuj¡c jedynie na
podstawie ±ladów po lotkach, odgadnie, który gracz rzucaª pierwszy. Jak profesor chce
dokona¢ sztuczki? Otó» zawczasu, u»ywaj¡c hipotezy continuum, ustawiª on wszystkie
punkty tarczy w ci¡g dªugo±ci ω1. Widz¡c ±lady po rzutach wnioskuje nast¦puj¡co: pier-
wszy musiaª rzuca¢ gracz, który tra�ª w punkt o ni»szym numerze. Istotnie, zaªó»my,
»e pierwszy gracz tra�ª w punkt rα. Zbiór punktów o numerach ni»szych ni» α jest
przeliczalny, a wi¦c miary Lebesgue'a 0. W takim razie drugi gracz z prawdopodobie«st-
wem 1 tra�ª w punkt o wy»szym numerze. Gdzie tkwi bª¡d w rozumowaniu profesora
Bu�niego?
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