Zastosowania kombinatoryki nieskoriczonej lista 1 2014

P(w)/Fin, idealy i przestrzenie Mréwki.

Zad. 1 Ideal Z C P(w) jest P-ideatem, jezeli dla kazdego ciagu (I,), elementow Z
znajdziemy I € 7 taki, ze I,, C* I. Pokaz, ze ideal zbior6w sumowalnych i ideal zbioréw
gestosci 0 sg P-ideatami.

Zad. 2 Ideal T C P(w) jest gesty, jezeli kazdy nieskoniczony A C w zawiera nieskoric-
zony element ideatu. Pokaz, ze ideal zbiorow sumowalnych i ideal zbioréw gestosci 0 sa

geste.
Zad. 3 Niech f: w — R". Rozwazmy ideal

Iy ={A Cuw: Zf(z)<oo}

i€A

Dla jakich f ideal 7y jest wlasciwy, dla jakich gléwny, dla jakich gesty, a dla jakich jest
P-ideatem?

Zad. 4 Niech 7 bedzie idealem maksymalnym. Co mozna powiedzie¢ o gestosci Z7
Czy T moze by¢ P-ideatlem? (Wskazowka: uzyj hipotezy continuum.) Czy Z moze nie
by¢ P-idealem? (Wskazowka: rozwaz ideal maksymalny, ktory zawiera ideal zbiorow
gestosci 0.)

Zad. 5 Pokaz, ze jesli przestrzen X jest normalna i pseudozwarta, to jest przeliczalnie
zwarta.

Zad. 6 Niech A bedzie maksymalna rodzing prawie roztaczna. Pokaz, ze W(A) jest
pseudozwarta, lecz nie przeliczalnie zwarta.

Zad. 7 Udowodnij, ze nie istnieje w-luka.

Zad. 8 Niech X bedzie zbiorem przeliczalnym. Rozwazmy zbior G C [X]? skonc-

zonych graféw o wierzchotkach w X. Niech G bedzie ideatem zbioru G sktadajacym sie z
graféw o skonczonej liczbie chromatycznej. Czy G jest gesty? Czy jest P-ideatem? Jaka
jest jego ztozono$¢ borelowska?

Zad. 9 Pokaz, ze T C P(w) jest ideatem maksymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego A C w albo A € 7 albo A° € 7.

Zad. 10 Niech Z C P(w) bedzie idealem maksymalnym (nie gtéwnym). Pokaz, ze
{xa: A € I} C {0,1}* jest zbiorem niemierzalnym (w sensie standardowej miary u
na {0,1}*: na zbiorze {0,1} okreslamy miare p;({0}) = wu;({1}) = 1/2; p jest miara
produktowa, IT;p;). Wskazowka: uzy¢ prawa 0-1 Kolmogorowa.



Zadanie rekreacyjne

Zad. 11  Przeliczalny zbior krasnoludkoéw zostaly ponumerowany, ustawiony w rzad
zgodnie z ta numeracja i ubrany w czapeczki dwoch koloréow. Kazdy krasnoludek widzi
jedynie towarzyszy, ktorzy stoja przed nim (Zerowy widzi wszystkich oprocz siebie, Pier-
wszy wszystkich oprocz siebie i Zerowego itd.). Zaden nie wie, jakiego koloru nosi czapke.
Nastepnie kazdy krasnoludek zostaje zapytany (po kolei, zgodnie z numeracjg) o kolor
swojej czapki. Od tego, czy odpowie trafnie, zalezy jego zycie. Jaka strategie powinny
przygotowa¢ krasnale, aby uratowac jak najwieksza czes¢ swojej grupy? Ilu krasnali da
sie uratowaé? Co, jesli wszystkie krasnoludki musialtyby odpowiedzie¢ na raz?
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