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P (ω)/F in, ideaªy i przestrzenie Mrówki.

Zad. 1 Ideaª I ⊆ P (ω) jest P -ideaªem, je»eli dla ka»dego ci¡gu (In)n elementów I
znajdziemy I ∈ I taki, »e In ⊆∗ I. Poka», »e ideaª zbiorów sumowalnych i ideaª zbiorów
g¦sto±ci 0 s¡ P -ideaªami.

Zad. 2 Ideaª I ⊆ P (ω) jest g¦sty, je»eli ka»dy niesko«czony A ⊆ ω zawiera niesko«c-
zony element ideaªu. Poka», »e ideaª zbiorów sumowalnych i ideaª zbiorów g¦sto±ci 0 s¡
g¦ste.

Zad. 3 Niech f : ω → R+. Rozwa»my ideaª

If = {A ⊆ ω :
∑
i∈A

f(i) <∞}.

Dla jakich f ideaª If jest wªa±ciwy, dla jakich gªówny, dla jakich g¦sty, a dla jakich jest
P -ideaªem?

Zad. 4 Niech I b¦dzie ideaªem maksymalnym. Co mo»na powiedzie¢ o g¦sto±ci I?
Czy I mo»e by¢ P -ideaªem? (Wskazówka: u»yj hipotezy continuum.) Czy I mo»e nie
by¢ P -ideaªem? (Wskazówka: rozwa» ideaª maksymalny, który zawiera ideaª zbiorów
g¦sto±ci 0.)

Zad. 5 Poka», »e je±li przestrze« X jest normalna i pseudozwarta, to jest przeliczalnie
zwarta.

Zad. 6 Niech A b¦dzie maksymaln¡ rodzin¡ prawie rozª¡czn¡. Poka», »e Ψ(A) jest
pseudozwarta, lecz nie przeliczalnie zwarta.

Zad. 7 Udowodnij, »e nie istnieje ω-luka.

Zad. 8 Niech X b¦dzie zbiorem przeliczalnym. Rozwa»my zbiór G ⊆ [X]2 sko«c-
zonych grafów o wierzchoªkach w X. Niech G b¦dzie ideaªem zbioru G skªadaj¡cym si¦ z
grafów o sko«czonej liczbie chromatycznej. Czy G jest g¦sty? Czy jest P -ideaªem? Jaka
jest jego zªo»ono±¢ borelowska?

Zad. 9 Poka», »e I ⊆ P(ω) jest ideaªem maksymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy dla
ka»dego A ⊆ ω albo A ∈ I albo Ac ∈ I.

Zad. 10 Niech I ⊆ P (ω) b¦dzie ideaªem maksymalnym (nie gªównym). Poka», »e
{χA : A ∈ I} ⊆ {0, 1}ω jest zbiorem niemierzalnym (w sensie standardowej miary µ
na {0, 1}ω: na zbiorze {0, 1} okre±lamy miar¦ µi({0}) = µi({1}) = 1/2; µ jest miar¡
produktow¡ Πiµi). Wskazówka: u»y¢ prawa 0-1 Koªmogorowa.



Zadanie rekreacyjne

Zad. 11 Przeliczalny zbiór krasnoludków zostaªy ponumerowany, ustawiony w rz¡d
zgodnie z t¡ numeracj¡ i ubrany w czapeczki dwóch kolorów. Ka»dy krasnoludek widzi
jedynie towarzyszy, którzy stoj¡ przed nim (Zerowy widzi wszystkich oprócz siebie, Pier-
wszy wszystkich oprócz siebie i Zerowego itd.). �aden nie wie, jakiego koloru nosi czapk¦.
Nast¦pnie ka»dy krasnoludek zostaje zapytany (po kolei, zgodnie z numeracj¡) o kolor
swojej czapki. Od tego, czy odpowie trafnie, zale»y jego »ycie. Jak¡ strategi¦ powinny
przygotowa¢ krasnale, aby uratowa¢ jak najwi¦ksz¡ cz¦±¢ swojej grupy? Ilu krasnali da
si¦ uratowa¢? Co, je±li wszystkie krasnoludki musiaªyby odpowiedzie¢ na raz?
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