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Dualizm Stone'a i βω.

�w. 1 Przekonaj si¦, »e St(P (ω)/Fin) = βω \ ω.

�w. 2 Niech A b¦dzie algebr¡ zbiorów otwarto-domkni¦tych przestrzeni zwartej ze-
rowymiarowej K. Przekonaj si¦, »e St(A) jest homeomor�czna z K. Podobnie - algebra
zbiorów otwarto-domkni¦tych przestrzeni Stone'a algebry A jest izomor�czna z A.

Zad. 3 Poka», »e je»eli A jest podalgebr¡ Boole'a algebry B, to St(A) jest obrazem
ci¡gªym St(B). Z kolei, je»eli A jest obrazem homomor�cznym B, to St(A) jest pod-
przestrzeni¡ St(B).

Zad. 4 Rozwa»my rodzin¦ C ⊆ P (ω) speªniaj¡c¡ warunek W (n): �dla ka»dej n-
partycji ω rodzina C zawiera dokªadnie jeden element�. Dla jakich n warunek W (n)
jest równowa»ny warunkowi �C jest ultra�ltrem�? Uwaga: nie zakªadamy tu, »e C jest
�ltrem.

Zad. 5 Poka», »e βω nie zawiera nietrywialnych ci¡gów zbie»nych. (Ci¡g zbie»ny (xn)n
jest trywialny, je»eli istnieje liczba naturalna N taka, »e xn = x dla n > N .)

Zad. 6 Przekonaj si¦, »e je»eli x ∈ βω jest P -ultra�ltrem, a y ∈ βω nie, to nie istnieje
autohomeomor�zm βω przerzucaj¡cy x na y.

Zad. 7 Rozwa» przestrze« Stone'a podalgebry P (ω)/Fin generowanej przez

• (Tα)α<ω1 , gdzie Tα ⊆∗ Tβ wtedy i tylko wtedy, gdy α > β.

• rodzin¦ niezale»n¡ mocy c.

• luk¦ Hausdor�a (czyli ω1-luk¦).

• �ltr zbiorów g¦sto±ci 1.

(Formalnie rozwa»amy tu oczywi±cie nie literalnie powy»sze rodziny, tylko odpowiada-
j¡ce im rodziny w P (ω)/Fin.) Jakie wªasno±ci topologiczne maj¡ te przestrzenie? Czy
potra�sz wskaza¢ naturalne przykªady przestrzeni homeomor�cznych z powy»szymi?
Rozwa» swoj¡ ulubion¡ podalgebr¦ P (ω)/Fin i zbadaj wªasno±ci jej przestrzeni Stone'a.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡, F �ltrem na P (ω) a (xn)n ci¡giem w X. Powiemy,
»e g ∈ X jest granic¡ (xn)n po �ltrze F (limn→F), je»eli dla ka»dego otoczenia g ∈ U
zbiór {n : xn ∈ U} ∈ F .

Zad. 8 Przekonaj si¦, »e limn→∞ xn = g dokªadnie wtedy, gdy limn→F xn = g, gdzie
F jest �ltrem zbiorów ko-sko«czonych. Co to znaczy, »e limn→U xn = g, je»eli U jest
ultra�ltrem gªównym?

Zad. 9 Poka», »e je»eli U jest ultra�ltrem, to limn→U istnieje.



Zad. 10 Poka», »e ka»da funkcja ograniczona f : ω → R ma przedªu»enie ci¡gªe do
funkcji f ′ : βω → R.

Zad. 11 Udowodnij, »e βω\ω ma wªasno±¢: ka»dy niepusty zbiór typu Gδ ma niepuste
wn¦trze.

Zad. 12 Udowodnij, »e βω \ω ma wªasno±¢: rozª¡czne zbiory typu Fσ maj¡ rozª¡czne
domkni¦cia.

Zadanie rekreacyjne.

Zad. 13 Czy P (ω)/Fin jest izomor�czna z P (ω1)/Fin?
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