Zastosowania kombinatoryki nieskoriczonej lista 2 2014

Dualizm Stone’a i fw.

Cw. 1  Przekonaj sie, ze St(P(w)/Fin) = fw \ w.

Cw. 2 Niech 2 bedzie algebra zbioréw otwarto-domknietych przestrzeni zwartej ze-
rowymiarowej K. Przekonaj sie, ze St(2() jest homeomorficzna z K. Podobnie - algebra
zbiorow otwarto-domknietych przestrzeni Stone’a algebry 2 jest izomorficzna z 2.

Zad. 3 Pokaz, ze jezeli 2 jest podalgebra Boole’a algebry 9B, to St(2l) jest obrazem
ciaglym St(B). Z kolei, jezeli 2 jest obrazem homomorficznym B, to St(2) jest pod-
przestrzenia St(B).

Zad. 4 Rozwazmy rodzing C C P(w) spelniajaca warunek W(n): “dla kazdej n-
partycji w rodzina C zawiera dokladnie jeden element”. Dla jakich n warunek W (n)
jest rownowazny warunkowi “C jest ultrafiltrem” Uwaga: nie zakladamy tu, ze C jest
filtrem.

Zad. 5 Pokaz, ze fw nie zawiera nietrywialnych ciagow zbieznych. (Ciag zbiezny (x,),
jest trywialny, jezeli istnieje liczba naturalna N taka, ze x, = x dlan > N.)

Zad. 6 Przekonaj sie, ze jezeli z € fw jest P-ultrafiltrem, a y € SBw nie, to nie istnieje
autohomeomorfizm fw przerzucajacy = na y.

Zad. 7 Rozwaz przestrzenn Stone’a podalgebry P(w)/Fin generowanej przez
o (T,)a<w,, gdzie T, C* T wtedy i tylko wtedy, gdy o > S.
e rodzine niezalezna mocy c.
e luke Hausdorffa (czyli wq-luke).
e filtr zbiorow gestosci 1.

(Formalnie rozwazamy tu oczywiscie nie literalnie powyzsze rodziny, tylko odpowiada-
jace im rodziny w P(w)/Fin.) Jakie wlasnosci topologiczne maja te przestrzenie? Czy
potrafisz wskaza¢ naturalne przyktady przestrzeni homeomorficznych z powyzszymi?
Rozwaz swoja ulubiong podalgebre P(w)/Fin i zbadaj wlasnosci jej przestrzeni Stone’a.

Niech X bedzie przestrzenia zwarta, F filtrem na P(w) a (x,), ciagiem w X. Powiemy,
7e g € X jest granica (x,), po fillrze F (lim,_,x), jezeli dla kazdego otoczenia g € U
zbior {n: x, € U} € F.

Zad. 8 Przekonaj sie, ze lim,, .., z, = g dokladnie wtedy, gdy lim,, . rx, = g, gdzie
F jest filtrem zbioréw ko-skonczonych. Co to znaczy, ze lim,_, x, = g, jezeli U jest
ultrafiltrem gtownym?

Zad. 9 Pokaz, ze jezeli U jest ultrafiltrem, to lim,,_,;, istnieje.



Zad. 10 Pokaz, ze kazda funkcja ograniczona f: w — R ma przedtuzenie ciggle do
funkcji f': fw — R.

Zad. 11  Udowodnij, ze fw\w ma wlasnosé: kazdy niepusty zbior typu G5 ma niepuste
wnetrze.

Zad. 12 Udowodnij, ze fw \ w ma wlasnos$¢: roztaczne zbiory typu F, maja roztaczne
domkniecia.

Zadanie rekreacyjne.

Zad. 13 Czy P(w)/Fin jest izomorficzna z P(w;)/Fin?
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