Wstep do topologii, LISTA NR 5 na é¢wiczenia 15.XI1.07

Zad. 1 Podaj pare przyktadow zbiorow, ktore
e s3 spojne 1 zwarte;
e sg spojne 1 nie sa zwarte;
e maja nieskonczenie wiele sktadowych spojnosci i sg zwarte.

Zad. 2 Ugzupekij zdanie: Zbior Q nie jest zwarty, bo ciqg a, = ... nie ma podciggu
zbieznego. W podobny sposob wykaz brak zwartosci zbiorow (0, 1], {(z,2z —1): = € R}.

Zad. 3 Zbadaj podzbiory zwarte przestrzeni R? z metryks centrum, miasto, rzeka.

Zad. 4 Zbadaj zwartosé¢ ponizszych zbiorow:

o [1,3]\Q, [1,3] x (2,4], {(z,y): z <4}

Zad. 5 Podaj przyklad paru podzbioréw zwartych przestrzeni C[0, 1] z metryka su-
premum. Podaj przyktad jakiego$ podzbioru tej przestrzeni, ktory nie jest zwarty.

Zad. 6  Czy przekrdj zbioroéw zwartych musi byé¢ zwarty? A suma?

Zad. 7 Dla A C R? definiujemy $rednice diam(A) = sup{dg(z,y): z,y € A}. Pokaz,
ze kazdy zbior zwarty K ma skoniczong Srednice d i istnieja punkty z,y € K takie, ze
dp(z,y) = d. Oblicz $rednice paru “porzadnych” podzbioréw R? (trojkatow, czworoka-
tow, wielokatow).

Zad. 8 Czy to prawda, ze jesli istnieja z,y € A C R? takie, ze dg(z,y) = diam(A).
to A jest zwarty?

Pokryciem zbioru A C R odcinkami otwartymi nazywamy taka rodzine odcinkéw otwar-

tych {(an,b,): n € N}, 2e A C |, (an, by).

Zad. 9 Podaj przykltad pokrycia zbioru [0, 1] U [2, 3]. Podaj przyktad nieskoniczonego
pokrycia tego zbioru.

Zad. 10  Pokaz, ze zbior (0, 1) ma takie pokrycie odcinkami otwartymi, ktore jest nie-
skoniczone i, z ktorego nie da sie wybraé skoniczonej podrodziny, ktéra dalej pokrywataby
zbior (0,1).

Zad. 11  Pokaz, ze jesli zbior A C R jest zwarty to, z kazdego pokrycia A odcinkami
otwartymi mozemy wybraé¢ skonczona rodzine, ktora dalej pokrywa A. (Wskazowka: za-
16z nie wprost, ze “zte” pokrycie istnieje i sprobuj zdefiniowaé¢ za jego pomoca ciag, z
ktorego nie da sie wybra¢ podciagu zbieznego).



Zad. 12 Przypomnij definicje funkcji jednostajnie ciagtej na R. Podaj przyktad funk-
cji ciaglej, ktora nie jest jednostajnie ciagta. Czy istnieje taka funkcja okreslona na (0, 1)?

Zad. 13 Pokaz, ze jesli f jest funkcja ciagly okreslong na zbiorze zwartym A, to jest
ona jednostajnie ciagla. (Wskazowka: ustal e. Wybierz dla tego € pewne pokrycie zbioru
A za pomocy definicji ciaglosci; nastepnie skorzystaj z tego, ze z tego pokrycia mozna
wybra¢ podrodzine, ktora nadal pokrywa A i wskaz d, ktora swiadczy o jednostajnej
ciaglosci).
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