
Imi�, nazwisko 1 2 3 Σ16 16 16 48EGZAMIN POPRAWKOWY 13 II 2009Zad. 1 (4) Podaj de�ni
j� metryki dyskretnej na N. Czy przestrze« metry
zna N z t¡metryk¡ jest zwarta? Zupeªna? O±rodkowa?Zad. 2 (4) Czy poni»sze 
i¡gi s¡ zbie»ne w podany
h przestrzenia
h?
• 1/n w (0, 1) z metryk¡ euklidesow¡;
• (1/n, 1/n) w R2 z metryk¡ euklidesow¡;
• (1/n, 1) w R2 z metryk¡ rzeka;
• fn(x) = xn w C[0, 1] z metryk¡ supremum.



Zad. 3 (3) Czy istnieje funk
ja 
i¡gªa f : [0, 1]2 → R, która jest �na�?Zad. 4 (5) Czy prawdziwe s¡ poni»sze zdania
• istnieje podzbiór R, który jest g�sty i otwarty;
• istnieje przestrze« metry
zna, która nie jest o±rodkowa;
• przekrój dwó
h podzbiorów zwarty
h C[0, 1] jest zwarty;
• C[0,∞) jest zupeªna.



Zad. 5 (4) Czy poni»sze szeregi s¡ (niemal) jednostajnie zbie»ne na swoim obszarzezbie»no±
i?
•

∑

x
n

n
;

•
∑

x
n

n2 .Zad. 6 (4) Zde�niuj poni»sze poj�
ia odnosz¡
e si� do C[0, 1] (z metryk¡ supremum).Które z którego wynika?
• jednostajna zbie»no±¢;
• zbie»no±¢;
• punktowa zbie»no±¢;
• bezwzgl�dna zbie»no±¢.



Zad. 7 (4) Czy prawdziwe jest twierdzenie
• ka»da funk
ja 
i¡gªa mo»e by¢ przybli»ona wielomianami na przedziale [7, 13];
• R3 jest przestrzeni¡ Hilberta;
• w C[0, 1] z metryk¡ supremum za
hodzi tw. Pitagorasa;
• ka»dy szereg funk
yjny bezwgl�dnie zbie»ny na [0, 1] jest niemal jednostajnie zbie»ny?Zad. 8 (4) Czy funk
ja, b�d¡
a punktow¡ grani
¡ szeregu pot�gowego, musi by¢ 
i¡gªana jego otwartym przedziale zbie»no±
i? Podaj kontrprzykªad lub wyja±nij, dla
zego takjest.



Zad. 9 (3) Podaj przykªad podzbioru A ⊆ R o mierze 3, którego domkni�
ie ma miar�
5, a wn�trze 1 (
hodzi o miar� Lebesgue'a).Zad. 10 (4) Poka», »e je±li funk
je (fn) s¡ borelowskie, to f zde�niowana przez

f(x) = inf
n

fn(x)jest borelowska.



Zad. 11 (4) Obli
z ∫

[0,1]
fdλ, je±li

f(x) =

{

x2 − 3 je±li x ∈ Q

x w prze
iwnym wypadku.Zad. 12 (5) Poka», »e je±li λ(A) = a < ∞, to dla ka»dego ε > 0 istnieje zbiór zwarty
K ⊆ R taki, »e λ(A ∩ K) > a − ε.


