WRAIT lista 11% 17 T 2009

Jest to lista dodatkowa, majaca stuzy¢ przygotowaniu do kolokwium z miary i catki
Lebesgue’a. Wérod ponizszych pytan moga znalezé sie takie, ktore wymagaja doprecy-
zowania (nalezy je wtedy doprecyzowac). Niektore sa bardzo latwe, sa takze pytania
trudniejsze. Niektore z ponizszych pytan pojawia sie na kolokwium.

Przy rozwigzywaniu trzeba dbac¢ o $cisto$é rozumowan i podawac¢ precyzyjne przyktady
i kontrprzyktady.

Przy nauce do kolokwium nie nalezy oczywiscie zapomina¢ o zadaniach z list 101 11. ..

Zad. 1 Podaj przyktad zbioru A, ktory ma miare \(A) = 2 oraz
jest nieograniczony;

nie zawiera zadnego przedziatu;

nie zawiera zadnego przedziatu, cho¢ jest otwarty;
nie zawiera zadnego przedziatu, cho¢ jest domkniety.
Zad. 2 Podaj przyktad funkcji f: R — R, ktora jest
borelowska i nieciagta (w zadnym punkcie);
nieborelowska i ciggta;

borelowska i ciggta;

nieborelowska i nieciggta.

Zad. 3 Jaka jest roznica miedzy ponizszymi pojeciami:
) miara a miara Lebesgue’a;

b) zbiorem borelowskim a zbiorem mierzalnym;

) funkcja borelowska a funkcja mierzalna;

d) funkcja mierzalng a funkcja catkowalna?

Zad. 4 Pokaz, ze funkcje proste sa mierzalne.

Zad. 5 Zauwaz, ze dang funkcje prosta mozemy zazwyczaj zapisa¢ na wiele sposobow.
Zapisz ponizsza funkcje prosta w postaci ) anxa,, gdzie (A,,) sa parami roztaczne:

f(@) = 2x04) () + Xea(r) = X (@)
Zapisz w prostszy sposob nastepujaca funkcje prosta:

f(@) = X,3)(®) + Xi3,0(2) + X14,18) (@)



Zad. 6 Znajdz blad w nastepujacym rozumowaniu: Miara Lebesgue’a definiowana jest
jako M(A) = inf{>_ b, —a,: A C J(an,b,)}. Dla kazdego podzbioru liczb rzeczywistych

to infimum jest okreslone, wiec kazdy podzbior liczb rzeczywistych jest mierzalny.

Zad. 7 Cgzy prawda jest, ze
a) jesli |f| jest borelowska, to f jest borelowska,;
b) jesli f jest borelowska i |f| jest calkowalna, to f jest calkowalna,;
¢) fT moze nie by¢ borelowska nawet, gdy f jest borelowska;
d) przeciwobraz zbioru borelowskiego przez funkcje ciagta jest borelowski;

Zad. 8 Niech A C R bedzie zbiorem borelowskim o mierze A(A) = a > 0. Czy to
prawda, ze dla kazdego € > 0

a) istnieje zbior otwarty A C U taki, ze A(U) < a + ¢;
b) istnieje zbior domkniety A C F' taki, ze A(F') < a + ¢;
c) istnieje zbior domkniety F' C A taki, ze A(F') > a — 7
Zad. 9 Podaj przyktad lub argument, ze nie istnieje
a) funkcja charakterystyczna, ktora nie jest mierzalna;
b

funkcja prosta, ktora nie jest ograniczona;

c) funkcja prosta, ktora nie jest calkowalna;

)
)
)
) funkcja prosta, ktora nie jest ciagta w zadnym punkcie.

Zad. 10 Sprawdz czy ponizsze rodziny generuja zbiory borelowskie:
{lp.9):p<q pqgeQl

{(a,0) NQ: a < b, a,be R},

zbiory jednopunktowe;

{(n,n+1): n e N}

Zad. 11  Cgzy ponizsze rodziny podzbiorow R to o—ciala?

zbiory otwarte;

zbiory przeliczalne i ko—przeliczalne;

zbiory skoriczone i ko—skoriczone;

wszystkie podzbiory poza jednym (dwoma, skorniczona liczba) ustalonym.



Czy odpowiedzi bylyby takie same, gdyby nie zaklada¢, ze sa to rodziny podzbiorow R?

Zad. 12 Podaj pare przykladow o—cial i rodzin, ktére nie sa o—ciatami, na zbiorze
{1,2,3,4}. Jak wyglada o—cialo podzbioréw plaszczyzny generowane przez trojkaty?

Zad. 13 Wyjasnij, dlaczego definicje o—cialta i rodziny zbioréw borelowskich wygla-
daja wtasnie tak, a nie inaczej.

Zad. 14 Pokaz, ze

Uzyj przeliczalnej addytywnosci catki. Wyjasnij, dlaczego nie ma sensu mowié o niewta-
$ciwej catce Lebesgue’a (w przeciwienstwie do przypadku catki Riemanna).

Zad. 15 Pokaz, ze [, xp du = p(AN B).

Zad. 16  Rozwaz przestrzen miarowa zwiazana z rzutem kostka (X, 3, ). Niech f: X —
R bedzie okreslona przez f(i) = i.

a) Czy f jest mierzalna?
b) Ile wynosi catka [, f du?

Zad. 17 Rozwaz przestrzen miarowa (X, X, u) zwiazana z losowaniem punktu z R,
przy czym prawdopodobienstwo wylosowania punktu zmienia sie zgodnie z funkcja f(z) =

(1/+/2m)e*".
a) Sprecyzuj, co to znaczy, tzn. napisz odpowiednia przestrzen miarowa.
b) Czy funkcja f jest borelowska?
¢) Zapisz prawdopodobieristwo, ze wylosowany punkt znajdzie sie w zbiorze A.

Przypusémy, ze za wylosowanie punktu = dostajemy g(z) = x? zlotych. Zapisz wartosé
oczekiwang wygranej. Zapisz miare, z jaka wiaze sie ta zmienna losowa.
Zad. 18 Pokaz, ze jesli f > 01 f =0 p—prawie wszedzie, to [ f du = 0.

Zad. 19 Pokaz, ze jesli f, zbiega pu—prawie wszedzie do f i dla kazdego n funkcja
fn > 0 p—prawie wszedzie, to f > 0 py—prawie wszedzie.



