
WRAiT lista 11 13 I 2009Zad. 1 Wyka», »e nast�puj¡
e warunki s¡ równowa»ne dla funk
ji f : R → R:a) f jest borelowska;b) {x : f(x) ∈ (a, b)} jest borelowski dla ka»dego a, b ∈ R;
) {x : f(x) > r} jest borelowski dla ka»dego r ∈ R;d) {x : f(x) < q} jest borelowski dla ka»dego q ∈ Q.Zad. 2 Przekonaj si�, »e je±li f i g s¡ borelowskie, a a ∈ R, to funk
je af , a+f i f ◦ gs¡ borelowskie.Zad. 3 Poka», »e je±li funk
je (fn) s¡ borelowskie, to f zde�niowana przez
f(x) = sup

n

fn(x)jest borelowska. Wskazówka: u»yj poprzedniego zadania.Zad. 4 Funk
je f : R → R, g : R → R s¡ 
aªkowalne (w sensie Lebesgue'a). Poka»,»e je±li f ≤ g, to ∫

f dλ ≤
∫

g dλ. (Wskazówka: najpierw zaªó», »e f = 0.) Jak mo»nauogólni¢ warunek f ≤ g?Zad. 5 Poka», »e
∫

af + bg dλ = a

∫

f dλ + b

∫

g dλ,dla wszystki
h a, b ∈ R, f i g borelowski
h.Zad. 6 Obli
z ∫

fdλ, je±li
f(x) =

{

x je±li x ∈ Q

0 w innym wypadku.Zad. 7 Poka», »e
∫

A∪B

f dλ =

∫

A

f dλ +

∫

B

f dλ,je±li A ∩ B = ∅, a f - borelowska. Jak mo»na uogólni¢ warunek A ∩ B = ∅?Zad. 8 Nie
h µ(A) =
∫

A
x dλ. Obli
z µ(Q) i µ(0, 2). Czy miara ta jest niezmienni-
za na przesuni�
ia? Jak zinterpretowa¢ tak¡ miar� w kontek±
ie prawdopodobie«stwa?Obli
z

∫

R

χ(0,2)(x) dµ(x) oraz ∫

[0,1]

x dµ(x).Zad. 9 Obli
z ∫

fdµ, je±li f = x2, a µ jest zde�niowana przez
µ(A) = |A ∩ {1, 2}|.Pbnhttp://www.math.uni.wro
.pl/~pborod/dydaktyka


