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Zad. 1 Wykaz, ze nastepujace warunki sa rownowazne dla funkcji f: R — R:

a) f jest borelowska;
b) {z: f(z) € (a,b)} jest borelowski dla kazdego a,b € R;
¢) {z: f(z) > r} jest borelowski dla kazdego r € R;

d) {x: f(z) < ¢} jest borelowski dla kazdego ¢ € Q.

Zad. 2 Przekonaj sie, ze jesli f i g sa borelowskie, a a € R, to funkcje af, a+ fi fog
sa borelowskie.

Zad. 3 Pokaz, ze jesli funkcje (f,) sa borelowskie, to f zdefiniowana przez
f(x) = sup fu(z)

jest borelowska. Wskazowka: uzyj poprzedniego zadania.

Zad. 4 Funkcje f: R — R, g: R — R sa calkowalne (w sensie Lebesgue’a). Pokaz,
ze jesli f < g, to [ f d\ < [ g dX\. (Wskazowka: najpierw zaloz, ze f = 0.) Jak mozna
uog6lni¢ warunek f < g?

Zad. 5 Pokaz, ze
/af+bgd/\:a/fd>\+b/gd/\,

dla wszystkich a,b € R, f i g borelowskich.
Zad. 6  Oblicz [ fd, jesli

x jesliz eQ
0 w innym wypadku.

)=
Zad. 7 Pokaz, ze

fd)\:/fd)\—i—/fd)\,
AUB A B
jesli AN B =10, a f - borelowska. Jak mozna uogélni¢ warunek AN B = ()?

Zad. 8 Niech u(A) = [,z dX\. Oblicz (Q) i p1(0,2). Czy miara ta jest niezmienni-
cza na przesuniecia? Jak zinterpretowaé taka miare w kontekécie prawdopodobienstwa?
Oblicz

[ xon (@) dut@) oz [ dto)

[0,1]

Zad. 9 Oblicz [ fdpu, jesli f = x?, a u jest zdefiniowana przez
n(A) = [AN{1,2}].
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