WRAIT lista 2 14 X 2008

Zad. 1 O zbiorze D C R wiemy, ze dla kazdych x,y € D takich, ze x < y istnieje
z € D taki, ze x < z < y. Jakie warunki musi jeszcze spetni¢ ten zbior, jesli chcialby
zosta¢ gestym podzbiorem R?

Zad. 2 Pokaz, ze zbiory otwarte w przestrzeniach metrycznych sa to sumy kul.

Zad. 3 Zapisz wzorem metryke centrum i metryke rzeka. Wykaz, ze rzeczywiscie sa
to metryki.

Zad. 4 Pokaz, 7e ciag (z,) z R? jest zbiezny w metryce euklidesowej wtedy i tylko
wtedy, kiedy jest zbiezny w metryce miasto (o takich metrykach mowi sie, ze sg rowno-
wazne). Czy metryka centrum jest rownowazna metryce rzeka?

Zad. 5 Sprawdz, czy ponizsze funkcje spelniaja warunki metryki na zbiorze X.

a) d(z,y) = max(|v1 — yi], [z2 — pa), X =R
b) d(z,y) = min(|z1 — y1], [z2 — 3a), X =R
¢) d(n,m) = \%——] X =N
Q) d(f,9) = [} 1) — g(@)ldz, X = C[0, 1]
e) d(z,y) = 2(1/2")\% = Ynl, X =[0,1] x [0, 1] x [0, 1] x
Zad. 6 Oblicz d(f,g), jesli f, g € C[0,1], d jest metryka supremum i

a) f(z) ==, g(x) = 2ux;

b) f(x) = a2, g(x) = 2+ 3a% —1;

¢) f(x) =sin(27x), g(x) = sin(4nz).
Zad. 7  Wyznacz kule B(f,1) w przestrzeni C[0, 1] z metryka supremum, przy czym
a) f(z) =3, b) f(z) = sin(z).
Zad. 8 Na wierzcholkach grafu (nieskierowanego) mozna zdefiniowa¢ metryke w na-
stepujacy sposob: dwa wierzchotki sa od siebie odleglte o n, jezeli da sie z jednego do
drugiego dojs¢ przechodzac przez n krawedzi (ale juz nie n — 1). Sprawdz, ze w istocie
jest to metryka; zobacz, jak wygladaja w tej przestrzeni metrycznej kule, zbiory otwarte
i zbiory domkniete.
Zad. 9 Czy R? z metryky centrum jest przestrzenig osrodkows? A R? z metryky mia-
sto?
Zad. 10 Kiedy przestrzenn X z metryka dyskretna jest osrodkowa?
Zad. 11  Jak wygladaja kule i zbiory otwarte w przestrzeni [0,1) U [2,3] z metryka

euklidesowa? Jak wygladaja kule i zbiory otwarte w N z metryka euklidesowa? Czy sa
to przestrzenie zupelne?
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