
WRAiT lista 3 21 X 2008Zad. 1 Poka», »e je±li 
i¡g w przestrzeni metry
znej (X, d) speªnia warunek d(x
n
, x

n+1) <
1/2n, to jest to 
i¡g Cau
hy'ego. Czy potra�sz znale¹¢ 
i¡g w R, który speªnia warunek
|x

n
, x

n+1| → 0, a który nie jest zbie»ny (a tym bardziej nie jest Cau
hy'ego)?Zad. 2 Które z poni»szy
h przestrzeni metry
zny
h s¡ zwarte? Które zupeªne?a) {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 = 4} z metryk¡ euklidesow¡;b) {(x, x2) : x ∈ R} z metryk¡ euklidesow¡;
) {1/n : n ∈ N} ∪ {0} z metryk¡ euklidesow¡;d) {(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 2, y = 2} z metryk¡ rzeka.Zad. 3 Poka», »e w przestrzeni zwartej ka»dy zbiór domkni�ty jest zwarty.Zad. 4 Poka», »e ka»da przestrze« metry
zna zwarta jest zupeªna. Wskazówka: zmo-dy�kuj dowod faktu mówi¡
ego, »e przestrze« euklidesowa jest zupeªna.De�ni
ja. Nie
h (X, d) b�dzie przestrzeni¡ metry
zn¡. Dla x ∈ X i zbioru A ⊆ X li
zb�

dist(x, A) = inf{d(x, a) : a ∈ A} nazywamy odlegªo±
i¡ x od zbioru A.Zad. 5 Poka» »e dist(x, A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x nale»y do domkni�
iazbioru A.Zad. 6 Obli
z dist(z, A) w przestrzeni X, je±lia) z = (4, 2), A = {(x, x2) : x ∈ R}, X = R
2;b) z jest funk
j¡ z(x) = x2, A = {ax : a ∈ R}, X = C[0, 1].Zad. 7 Nie
h X b�dzie przestrzeni¡ metry
zn¡. Poka», »e je±li zbiory A, B ⊆ X s¡zwarte i rozª¡
zne, to istnieje r > 0 taki, »e d(a, b) > r dla ka»dego a ∈ A i b ∈ B.Wskazówka: zaªó» nie wprost, »e takiego r nie ma; wska» taki 
i¡g, »eby z istnienia jegopod
i¡gu zbie»nego wynikªa sprze
zno±¢ z rozª¡
zno±
i¡ A i B.Zad. 8 Wska» na pªasz
zy¹nie zbiory domkni�te A, B, dla który
h nie istnieje r taki,jak w poprzednim zadaniu (tzn. taki, »e d(a, b) > r dla ka»dego a ∈ A, b ∈ B).Zad. 9 Rozwa» prost¡ z metryk¡ euklidesow¡. Poka» (nie korzystaj¡
 z tw. Baire'a),»e je»eli F1 ∪ F2 = R i zbiory F1, F2 s¡ domkni�te, to Int(F1) 6= ∅ lub Int(F2) 6= ∅.Zad. 10 Czy prawd¡ jest, »e w dowolnej przestrzeni metry
znej:a) dowolny zbiór jednoelementowy jest zwarty?b) suma dowolny
h dwó
h zbiorów zwarty
h jest zwarta?
) przekrój dowolnego zbioru zwartego z dowolnym zbiorem otwartym jest zwarty?d) domkni�
ie dowolnego zbioru zwartego jest zbiorem zwartym?Pbnhttp://www.math.uni.wro
.pl/~pborod/dydaktyka


