WRAIT lista 3 21 X 2008

Zad. 1 Pokaz, ze jesli ciag w przestrzeni metrycznej (X, d) spetnia warunek d(x,,, 2,41) <
1/2™, to jest to ciag Cauchy’ego. Czy potrafisz znalez¢ ciag w R, ktory spelnia warunek
|, na1| — 0, a ktory nie jest zbiezny (a tym bardziej nie jest Cauchy’ego)?

Zad. 2 Ktore z ponizszych przestrzeni metrycznych sg zwarte? Ktore zupelne?
a) {(z,y) € R?: 2? + y? = 4} 7z metryka euklidesowa;
b) {(x,2?): x € R} z metryka euklidesowa;
¢) {1/n:n € N} U {0} z metryka euklidesowa;
d) {(z,y) e R*: 0 <z <2, y=2} z metryka rzeka.
Zad. 3 Pokaz, ze w przestrzeni zwartej kazdy zbior domkniety jest zwarty.

Zad. 4 Pokaz, ze kazda przestrzen metryczna zwarta jest zupetna. Wskazowka: zmo-
dyfikug dowod faktu mowigcego, ze przestrzen euklidesowa jest zupetna.

Definicja. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Dla o € X i zbioru A C X liczbe
dist(x, A) = inf{d(z,a): a € A} nazywamy odlegloscia = od zbioru A.

Zad. 5 Pokaz ze dist(x, A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = nalezy do domkniecia
zbioru A.

Zad. 6 Oblicz dist(z, A) w przestrzeni X, jesli
a) z=(4,2), A={(z,2?): z € R}, X =R
b) z jest funkcja z(x) = 2, A = {azx: a € R}, X = C0, 1].

Zad. 7 Niech X bedzie przestrzenia metryczng. Pokaz, ze jesli zbiory A, B C X sa
zwarte 1 rozlaczne, to istnieje r > 0 taki, ze d(a,b) > r dla kazdego a € Aib € B.
Wskazowka: zaloz nie wprost, ze takiego v nie ma; wskaz taki cigg, zeby z istnienia jego
podciggu zbieznego wynikta sprzecznosé z roztgeznosciqg A 1 B.

Zad. 8 Wskaz na ptaszczyznie zbiory domkniete A, B, dla ktorych nie istnieje r taki,
jak w poprzednim zadaniu (tzn. taki, ze d(a,b) > r dla kazdego a € A, b € B).

Zad. 9 Rozwaz prosta z metryka euklidesowa. Pokaz (nie korzystajac z tw. Baire’a),
ze jezeli Fy U Fy = R i zbiory Fy, Fy sa domkniete, to Int(Fy) # () lub Int(Fy) # 0.

Zad. 10 Cgzy prawda jest, ze w dowolnej przestrzeni metrycznej:
a) dowolny zbior jednoelementowy jest zwarty?
b) suma dowolnych dwoch zbiorow zwartych jest zwarta?
c¢) przekroj dowolnego zbioru zwartego z dowolnym zbiorem otwartym jest zwarty?

d) domkniecie dowolnego zbioru zwartego jest zbiorem zwartym?
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