WRAIT lista 6 18 XI 2008

Zad. 1 [ € C(X) spelhia warunek Lipschitza w punkcie z € X jezeli istnieje L > 0
takie, ze dla kazdego y € X zachodzi |f(z) — f(y)| < Ld(z,y). Powiemy, ze funkcja f
jest funkcja Lipschitza lokalnie, jezeli spetnia warunek Lipschitza w kazdym punkcie swej
dziedziny.

a) pokaz, ze jesli funkcja spelnia warunek Lipschitza (globalnie), to spetnia go rowniez
lokalnie;

b) podaj przyklad funkeji, ktora jest Lipschitza lokalnie, ale nie globalnie;

c) pokaz, ze jesli funkcja f € C(X) spetnia warunek Lipschitza lokalnie i X jest
zwarta, to f jest funkcja Lipschitza (globalnie);

d) czy dostrzegasz jakies analogie z ciaglodcia i jednostajna ciagloscia?

Zad. 2 Pokaz, ze jedli funkcja f: R — R ma ograniczona pochodna, to spetnia waru-
nek Lipschitza. Wskazowka: skorzystaj z twierdzenia Lagrange’a.

Zad. 3 Czy f: R? — R jest jednostajnie ciggla, jesli
a) f(z,y)=z+y;
b) f(z,y) = zy;

c) f(z,y) =2Yy?

Zad. 4 Pokaz, ze funkcja f: R"™ — R™ jest jednostajnie ciaggta wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie jej skltadowe f;: R® — R sa jednostajnie ciggte. Pokaz, ze podobny fakt
zachodzi dla warunku Lipschitza.

Zad. 5 Pokaz, ze funkcji f: (0,1] — R okreslonej wzorem f(x) = sin(1/x) nie da sie
jednostajnie aproksymowa¢ wielomianami.

Zad. 6 Pokaz, ze dla f: (0,1] — R nastepujace warunki sa réwnowazne:
a) istnieje skoniczona granica lim, .o+ f(2);
b) f rozszerza sie do ciaglej funkcji g na [0, 1];
c¢) f jest jednostajnie ciagta na (0, 1].
Zad. 7 Ktore z ponizszych funkcji T: X — Y sa ciagte?
a) T(f) = £(0,290109), X = C[0,1], Y = R;
b) T(f)(z)=2f(z—1)+1, X =Y =C[0,1];
c) T(f)(z) = f(z), X =C0,1], Y = C[0, 1].
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