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Zad. 1 Sformalizuj poj�
ie 
aªkowalno±
i funk
ji.

Zad. 2 Podaj przykªad funk
ji f : [0, 1]2 → R, która jest 
aªkowalna, ale nie jest


i¡gªa.

Zad. 3 Zauwa», »e je±li funk
ja f : [a, b] → R jest 
aªkowalna i g : [a, b] → R ró»ni si�

od f w sko«
zenie wielu punkta
h, to g jest 
aªkowalna i∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

g(x) dx.

Zad. 4 Obli
z z de�ni
ji 
aªk�
∫
[0,5]

f , gdzie f(x) = [x].

Zad. 5 Nie
h f, g : [a, b] → R b�d¡ funk
jami 
aªkowalnymi. Wyja±nij dla
zego

a) je±li f ≥ 0, to
∫
[a,b]

f ≥ 0;

b) je±li f ≥ h, to
∫
[a,b]

f ≥
∫

[a,b]
h;


) funk
ja cf jest 
aªkowalna i
∫

[a,b]
cf = c

∫
[a,b]

f dla dowolnej staªej c.

Zad. 6 Wyja±nij, dla
zego pole pod wykresem funk
ji 
i¡gªej jest opisywane przez jej

funk
j� pierwotn¡.

Zad. 7 Obli
z 
aªk�
∫

K
exd(x, y), gdzie K jest wn�trzem trapezu o wierz
hoªka
h

(0, 0), (1, 1), (2, 1), (3, 0).

Zad. 8 Wyprowad¹ wzór na pole koªa.

Zad. 9 Rozwa» nast�puj¡
e wspóªrz�dne elipty
zne: x = 2r cos(φ), y = 3r sin(φ).
Obli
z zwi¡zany z nimi jakobian.

Zad. 10 Wspóªrz�dne wal
owe (r, φ, z) de�niuje si� w nast�puj¡
y sposób: x = r cos(φ),
y = r sin(φ), z = z. Obli
z

∫
W

x d(x, y, z) za pomo
¡ wspóªrz�dny
h wal
owy
h, gdzie

W jest wal
em, którego podstaw¡ jest okr¡g o promieniu 1 o ±rodku (0, 0), a wysoko±¢

wynosi 2.

Zad. 11 Zde�niuj wspóªrz�dne sfery
zne i obli
z zwi¡zany z nimi jakobian. Wyprowad¹

wzór na obj�to±¢ kuli. Zmie« grani
e 
aªkowania.

Zad. 12 Obli
z dªugo±¢ fragmentu paraboli y = x2 zawartego mi�dzy prost¡ x = 0 i

x = 2.

Zad. 13 Wyprowad¹ wzór na powierz
hni� kuli.

Zad. 14 Nie
h fn : [a, b] → R b�dzie 
i¡giem funk
ji 
aªkowalny
h jednostajnie zbie»nym

do f . Poka», »e funk
ja f jest 
aªkowalna oraz∫
[a,b]

f = lim
n→∞

∫
[a,b]

fn.

Pbn
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