Zastosowania kombinatoryki nieskoriczonej lista 4 2014

Wspoblczynniki kardynalne.

Zad. 1 Udowodnij, ze s jest najmniejsza liczbg kardynalna x o wlasnoséi: istnieje w
ograniczonych ciaggoéw liczb rzeczywistych takich, ze dla kazdego zbioru nieskoriczonego
Y C w chociaz jeden z naszych ciagow jest rozbiezny na Y (tzn. jego podciag zadany
przez Y jest rozbiezny).

Zad. 2 Udowodnij, ze przestrzen {0, 1}" jest ciagowo zwarta wtedy i tylko wtedy,gdy
k < 5. (Przestrzen jest ciggowo zwarta, jesli z kazdego ciagu mozna wybraé¢ podciag
zbiezny.)

Zad. 3 Udowodnij, ze jezeli X C {0,1}* jest mocy mniejszej niz s, to A(X) = 0 (A
jest tu standardowa miara na {0, 1}*).

Zad. 4  Podzia (interval partition) to rodzina niepustych przedzialow postaci [ng, ngi1)-
Powiemy, ze podzial (Ix)rew dominuje podzial (Ji)kew, jezeli dla prawie wszystkich & ist-
nieje [ takie, ze J; C [i. Pokaz, ze 0 jest najmniejsza moca rodziny podziatow Z o takiej
wlasnosci, ze dla kazdego podziatu (Jy)ke, znajdziemy w Z podzial (Ix)ge, dominujacy
(Jx)kew- Podobnie, b to najmniejsza moc rodziny podziatow, ktora nie da sie zdominowaé
przez pojedynczy podzial.

Zad. 5 Powiemy, ze filtr F na P(w) jest cherlawy, jezeli istnieje podzial (patrz poprzed-
nie zadanie) taki, ze kazdy zbior z F tnie sie niepusto z prawie kazdym elementem
podziatu.

a) Pokaz, ze ultrafiltry nie sa cherlawe.

b) Udowodnij, ze kazdy filtr generowany przez mniej niz b zbiorow jest cherlawy (czyli
b <u).

¢) Udowodnij, ze filtr jest cherlawy wtedy i tylko wtedy, gdy ma wtasnos¢ Baire’a
(jako podzbior 2¢).

Uwaga: mozna dowiesé, ze istnieje niecherlawy filtr generowany przez b zbiorow (Tw.
Simona). W tym sensie b jest najmniejszg liczba kardynalng k taka, ze istnieje filtr bez
wlasnosci Baire’a generowany przez k elementow.

Zad. 6  Skalg nazywamy rodzine funkcji {f,: @ € k} C w” taka, ze f, <* fzidla
kazdej g € w” istnieje « takie, ze g <* f,. Pokaz, ze jezeli b = 0, to istnieje skala.

Zad. 7 (Twierdzenie Ketonena) Pokaz, ze 0 = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy filtr
generowany przez mniej niz ¢ zbioré6w da sie rozszerzy¢ do P-ultrafiltru.

Zad. 8 Niech i bedzie minimalng moca maksymalnej rodziny niezaleznej. Pokaz, ze
p < i. Udowodnij, ze 0 < 1.

Zad. 9 Pokaz, ze b jest najmniejsza liczba kardynalng , dla ktorej w P(w)/Fin ist-
nieje (w, k)-luka (tzn. rodziny prawie wstepujace (Ly)new, (Ra)a<x takie, ze L,NR, =* ()
dla kazdego n € w, a < k i takie, ze nie istnieje L rozdzielajacy (Ly)new i (Ra)ack)-



