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Wspóªczynniki kardynalne.

Zad. 1 Udowodnij, »e s jest najmniejsz¡ liczb¡ kardynaln¡ κ o wªasno±¢i: istnieje κ
ograniczonych ci¡gów liczb rzeczywistych takich, »e dla ka»dego zbioru niesko«czonego
Y ⊆ ω chocia» jeden z naszych ci¡gów jest rozbie»ny na Y (tzn. jego podci¡g zadany
przez Y jest rozbie»ny).

Zad. 2 Udowodnij, »e przestrze« {0, 1}κ jest ci¡gowo zwarta wtedy i tylko wtedy,gdy
κ < s. (Przestrze« jest ci¡gowo zwarta, je±li z ka»dego ci¡gu mo»na wybra¢ podci¡g
zbie»ny.)

Zad. 3 Udowodnij, »e je»eli X ⊆ {0, 1}ω jest mocy mniejszej ni» s, to λ(X) = 0 (λ
jest tu standardow¡ miar¡ na {0, 1}ω).
Zad. 4 Podziaª (interval partition) to rodzina niepustych przedziaªów postaci [nk, nk+1).
Powiemy, »e podziaª (Ik)k∈ω dominuje podziaª (Jk)k∈ω, je»eli dla prawie wszystkich k ist-
nieje l takie, »e Jl ⊆ Ik. Poka», »e d jest najmniejsz¡ moc¡ rodziny podziaªów I o takiej
wªasno±ci, »e dla ka»dego podziaªu (Jk)k∈ω znajdziemy w I podziaª (Ik)k∈ω dominuj¡cy
(Jk)k∈ω. Podobnie, b to najmniejsza moc rodziny podziaªów, która nie da si¦ zdominowa¢
przez pojedynczy podziaª.

Zad. 5 Powiemy, »e �ltr F na P (ω) jest cherlawy, je»eli istnieje podziaª (patrz poprzed-
nie zadanie) taki, »e ka»dy zbiór z F tnie si¦ niepusto z prawie ka»dym elementem
podziaªu.

a) Poka», »e ultra�ltry nie s¡ cherlawe.

b) Udowodnij, »e ka»dy �ltr generowany przez mniej ni» b zbiorów jest cherlawy (czyli
b ≤ u).

c) Udowodnij, »e �ltr jest cherlawy wtedy i tylko wtedy, gdy ma wªasno±¢ Baire'a
(jako podzbiór 2ω).

Uwaga: mo»na dowie±¢, »e istnieje niecherlawy �ltr generowany przez b zbiorów (Tw.
Simona). W tym sensie b jest najmniejsz¡ liczb¡ kardynaln¡ κ tak¡, »e istnieje �ltr bez
wªasno±ci Baire'a generowany przez κ elementów.

Zad. 6 Skal¡ nazywamy rodzin¦ funkcji {fα : α ∈ κ} ⊆ ωω tak¡, »e fα ≤∗ fβ i dla
ka»dej g ∈ ωω istnieje α takie, »e g <∗ fα. Poka», »e je»eli b = d, to istnieje skala.

Zad. 7 (Twierdzenie Ketonena) Poka», »e d = c wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy �ltr
generowany przez mniej ni» c zbiorów da si¦ rozszerzy¢ do P-ultra�ltru.

Zad. 8 Niech i b¦dzie minimaln¡ moc¡ maksymalnej rodziny niezale»nej. Poka», »e
p ≤ i. Udowodnij, »e d ≤ i.

Zad. 9 Poka», »e b jest najmniejsz¡ liczb¡ kardynaln¡ κ, dla której w P (ω)/Fin ist-
nieje (ω, κ)-luka (tzn. rodziny prawie wst¦puj¡ce (Ln)n∈ω, (Rα)α<κ takie, »e Ln∩Rα =∗ ∅
dla ka»dego n ∈ ω, α < κ i takie, »e nie istnieje L rozdzielaj¡cy (Ln)n∈ω i (Rα)α∈κ).


