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Zad. 1 (Ameba forcing)

• Niech ε > 0. Udowodnij, »e porz¡dek

Aε = {U ⊆ R : λ(U) < ε, U - otwarty}

z relacj¡ ⊇ jest ccc. (Wskazówka: rozwa»my nieprzeliczaln¡ podrodzin¦ R ⊆ Aε.
Dla ka»dego R ∈ R ustalmy sko«czon¡ sum¦ przedziaªów o ko«cach wymiernych
R′ ⊆ R tak¡, »e λ(R−R′) < ε− λ(R). U»yj faktu, »e jest tylko przeliczalnie wiele
takich sko«czonych sum.)

• Poka», »e je±li N ∈ N , to DN = {U ∈ Aε : N ⊆ U} jest g¦sty w Aε.

• Poka», »e je±li G jest generic nad Aε, to λ(
⋃
G) ≤ ε.

• Wywnioskuj z powy»szych, »e MA implikuje, »e add(N ) = c (a wi¦c, »e wszystkie
wspóªczynniki w diagramie Cichonia równaj¡ si¦ c).

Zad. 2 Zbadaj wspóªczynniki kardynalne ideaªu zbiorów przeliczalnych na prostej.

Zad. 3 Niech M b¦dzie nast¦puj¡cym ideaªem na R2:

M = {M ⊆ R2 : ∃B ∈ Borel(R2) M ⊆ B i ∀x ∈ R λ(Bx) = 0}.

Co mo»na powiedzie¢ o wspóªczynnikach non i cov tego ideaªu? A o add ( )?

Zad. 4 Dla I ⊆ ω oznaczmy Ī = {X ⊆ ω : |X ∩ I| = ℵ0}. Ka»demu ideaªowi I
podzbiorów ω mo»emy przypisa¢ ideaª podzbiorów 2ω w nast¦puj¡cy sposób:

Ī = {X ⊆ P (ω) : ∃I ∈ I X ⊆ Ī}



• Poka», »e Ī jest ideaªem,

• Poka», »e Ī jest σ-ideaªem wtedy i tylko wtedy, gdy I jest P-ideaªem,

• Poka», »e

add(Ī) = min{|A| : A ⊆ I i ∀X ∈ I ∃A ∈ A A *∗ X}

cov(Ī) = min{|A| : A ⊆ I i ∀X ∈ [ω]ω ∃A ∈ A |A ∩X| = ℵ0}

non(Ī) = min{|A| : A ⊆ [ω]ω i ∀I ∈ I ∃A ∈ A |A ∩ I| < ℵ0.}

• Zaproponuj charakteryzacj¦ cof(Ī).

• Jakie s¡ wspóªczynniki ideaªu zbiorów sko«czonych? Ideaªu maksymalnego? Ideaªu
zbiorów g¦sto±ci 0 ( )?

Zad. 5 Zbiór L ⊆ R (mocy c) nazywamy uogólnionym zbiorem �uzina, je»eli |L∩M | <
c dla ka»degoM ∈M. Poka», »e je»eli zachodzi add(M) = c, to istnieje uogólniony zbiór
�uzina. Wskazówka: u»yj indukcji pozasko«czonej konstruuj¡c L punkt po punkcie.

Zad. 6 (Twierdzenie Erdosa-Ulama.) Poka», »e je»eli add(N ) = cof(N ), to istnieje
bijekcja f : R→ R taka, »e f(A) ∈M ⇐⇒ A ∈ N .

Wskazówka: Rozwa»my rosn¡c¡ baz¦ (Nα)α<κ ideaªu N i rosn¡c¡ baz¦ (Mα)α<κ ideaªu
M (gdzie κ = add(N )). Zaªó»my, »e N0∪M0 = R i N0∩M0 = ∅ oraz, »e |Nα+1 \Nα| = c
(podobnie dla (Mα)α<κ). Ustalaj bijekcj¦ na kawaªkach Nα+1 \Nα. . .
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