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Kunen's L-space [1981] a'la Plebanek [1997]

Ta lista jest ±ci±le zwi¡zana z konstrukcj¡ prezentowan¡ na wykªadzie 6 maja.

Legenda:

• HS = hereditarily separable,

• HL = hereditarily Lindelof,

• X - przestrze« Hausdor�a,

• K - przestrze« skonstruowana na wykªadzie,

•

- Kenneth Kunen,

• λ - standardowa miara na 2ω1 .

Zad. 1 Poka», »e je±li X jest metryzowalna, to X jest HL ⇐⇒ X jest HS.

Zad. 2 Poka», »e je»eli istnieje ci¡gªa surjekcja f : X → [0, 1]ω1 , to na X istnieje miara
nieo±rodkowa. (Uwaga: t¦ implikacj¦ mo»na odwróci¢ przy zaªo»eniu MA+¬CH [Fremlin
200*].)

Zad. 3 Poka», »e je»eli A jest przeliczaln¡ podalgebr¡ Borel(2ω1), a B jest borelowskim
podzbiorem 2ω1 takim, »e λ(B) > 0, to istnieje domkni¦ty F ⊆ B taki, »e

inf{λ(A
i

F ) : A ∈ A} > 0.

Zad. 4 Niech F b¦dzie rodzin¡ tych zbiorów, o które rozszerzamy nasze algebry w
konstrukcji przestrzeni K, tzn.

F = {Fξ : ξ < ω1} ∪ {F ξ
α : ξ, α < ω1}.

Poka», »e dla ka»dego x ∈ K

|{F ∈ F : x ∈ F}| = ℵ0.

Wywnioskuj st¡d, »e K nie jest o±rodkowa (wskazówka: gdyby byªa, to K miaªoby baz¦
przeliczaln¡). Wywnioskuj z kolei, »e K jest w takim razie L-space.

Zad. 5 Niech E b¦dzie ideaªem na R generowanym przez domkni¦te zbiory miary 0.
Poka», »e E ( N ∩M. Czy E jest ideaªem ccc? (Innymi sªowy: czy ka»da rodzina zbiorów
borelowskich, które parami kroj¡ si¦ na zbiorach z E , musi by¢ przeliczalna?)



Techniczny lemat, na którym bazowaªa konstrukcja:

Zad. 6 Niech A = Clop(2ω) i niech µ b¦dzie standardow¡ miar¡ na 2ω. Niech Z b¦dzie
rodzin¡ wszystkich ci¡gów z A i niech

• S = {S ∈ Z : S(0) ⊇ S(1) ⊇ S(2) . . . limµ(S(n)) = 0},

• T = {T ∈ Z : T (0) ⊇ T (1) ⊇ T (2) . . . limµ(T (n)) > 0},

Poka», »e z cof(N ) = ω1 wynika, »e

• istnieje {Sα : α < ω1} ⊆ S taka, »e dla ka»dego S ∈ S istnieje α < ω1 taka, »e dla
ka»dego n istnieje k takie, »e Sα(n) ⊇ S(k).

• istnieje {Tα : α < ω1} ⊆ T taka, »e dla ka»dego T ∈ T istnieje α < ω1 taka, »e dla
ka»dego k istnieje n takie, »e T (k) ⊇ Tα(n).

Wskazówka: u»yj (bez dowodu) nast¦puj¡cych faktów:

• cof(E) ≤ cof(M) ([Bartoszy«ski-Shelah]),

• cof(N ) = ω1 implikuje, »e istnieje rodzina B borelowskich podzbiorów 2ω dodat-
niej miary taka, »e |B| = ω1 i dla ka»dego borelowskiego C podzbioru 2ω miary
dodatniej istnieje B ∈ B taki, »e B ⊆ C. ([Cicho«, Kamburelis, Pawlikowski]).

Zad. 7 Niech (xα)α<ω1 b¦dzie dobrze uporz¡dkowanym ci¡giem ró»nych liczb rzeczy-
wistych. Oznaczmy Z = {xα : α < ω1}.

• Niech τs b¦dzie topologi¡ na Z de�niowan¡ przez otoczenia punktów w nast¦puj¡cy
sposób: otoczeniami xα s¡ zbiory postaci (xα − ε, xα + ε) ∩ {xξ : ξ ≤ α}.

• Niech τl b¦dzie topologi¡ na Z de�niowan¡ przez otoczenia punktów w nast¦puj¡cy
sposób: otoczeniami xα s¡ zbiory postaci (xα − ε, xα + ε) ∩ {xξ : ξ ≥ α}.

Poka», »e (Z, τs) jest S-space, a (Z, τl) jest L-space. Poka», »e te topologie s¡ Hausdor�a,
lecz nie s¡ regularne.
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