Zastosowania kombinatoryki nieskoriczonej lista 8 2014

Kunen’s L-space [1981] a’la Plebanek [1997]
Ta lista jest Scisle zwiazana z konstrukcja prezentowana na wykladzie 6 maja.
Legenda:

e HS = hereditarily separable,

e HL = hereditarily Lindelof,

e X - przestrzen Hausdorffa,

e K - przestrzen skonstruowana na wyktadzie,

- Kenneth Kunen,
e )\ - standardowa miara na 2“1.

Zad. 1 Pokaz, ze jesli X jest metryzowalna, to X jest HL <= X jest HS.

Zad. 2 Pokaz, ze jezeli istnieje ciagla surjekcja f: X — [0, 1]“, to na X istnieje miara
nieosrodkowa. (Uwaga: te implikacje mozna odwroci¢ przy zatozeniu MA+—CH [Fremlin
200*].)

Zad. 3 Pokaz, 7e jezeli 2 jest przeliczalng podalgebra Borel(241), a B jest borelowskim
podzbiorem 2¢' takim, ze A(B) > 0, to istnieje domkniety F' C B taki, ze

inf{A(A \ F): Ae A} >0.

Zad. 4 Niech F bedzie rodzing tych zbioréow, o ktore rozszerzamy nasze algebry w
konstrukcji przestrzeni K, tzn.

F={F:¢<w}U{FS: & a<wl
Pokaz, ze dla kazdego z € K
H{F € F:xz € F}| =N,.

Wywnioskuj stad, ze K nie jest osrodkowa (wskazowka: gdyby byla, to K mialoby baze
przeliczalng). Wywnioskuj z kolei, ze K jest w takim razie L-space.
Zad. 5 Niech £ bedzie ideatlem na R generowanym przez domkniete zbiory miary 0.

Pokaz, ze £ C NNM. Czy & jest ideatem ccc? (Innymi stowy: czy kazda rodzina zbiorow
borelowskich, ktore parami kroja sie na zbiorach z £, musi by¢ przeliczalna?)



Techniczny lemat, na ktérym bazowala konstrukcja:

Zad. 6 Niech A = Clop(2¥) i niech p bedzie standardowa miara na 2¢. Niech Z bedzie
rodzing wszystkich ciagdéw z A i niech

e S={5€Z:50)251)25(2)... limu(S(n)) =0},
e T={T€Z:T0)2T(1)DT(2)... limu(T(n)) > 0},
Pokaz, ze z cof (N) = w; wynika, ze

e istnieje {S,: o < wi} C S taka, ze dla kazdego S € S istnieje @ < w; taka, ze dla
kazdego n istnieje k takie, ze S,(n) 2 S(k).

e istnieje {T,: a <w;} C T taka, ze dla kazdego T' € T istnieje o < w; taka, ze dla
kazdego k istnieje n takie, ze T'(k) 2 T,(n).

Wskazowka: uzyj (bez dowodu) nastepujacych faktow:
e cof (&) < cof (M) (|Bartoszyniski-Shelah]),

e cof(N) = wy implikuje, ze istnieje rodzina B borelowskich podzbiorow 2¢ dodat-
niej miary taka, ze |B| = w; i dla kazdego borelowskiego C' podzbioru 2% miary
dodatniej istnieje B € B taki, ze B C C. (|Cichon, Kamburelis, Pawlikowskil).

Zad. 7 Niech (z4)a<w, bedzie dobrze uporzadkowanym ciagiem réznych liczb rzeczy-
wistych. Oznaczmy Z = {z,: o < w;}.

e Niech 7, bedzie topologia na Z definiowang przez otoczenia punktéw w nastepujacy
sposob: otoczeniami z,, sa zbiory postaci (v, — €, 24 +¢) N{ze: £ < a}.

e Niech 7; bedzie topologia na Z definiowana przez otoczenia punktéw w nastepujacy
sposob: otoczeniami z, sa zbiory postaci (v, — €, 24 +¢) N{ze: € > a}.

Pokaz, ze (Z, ) jest S-space, a (Z, ;) jest L-space. Pokaz, ze te topologie s3 Hausdorffa,
lecz nie sa regularne.
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