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Tadeusz Nadzieja (Opole)

Pol wieku seminarium
profesora Andrzeja Krzywickiego
- kilka osobistych wspomnien

W Instytucie Matematycznym Uniwersytetu Wroctawskiego dziala nie-
przerwanie od prawie pie¢dziesieciu lat seminarium z réwnan rézniczkowych.
Jestem jednym z tych, ktérzy byli przy jego narodzinach, i bylem przez wiele lat
jego aktywnym uczestnikiem. Postanowilem podzieli¢ sie¢ moimi wspomnienia-
mi. Zapewne w tekscie pominalem kilka istotnych faktow z historii seminarium
i by¢ moze nie wymienilem tez nazwisk kilku aktywnych jego uczestnikéw.
Usprawiedliwia mnie nieco zawodnos¢ ludzkiej pamieci oraz ograniczona obje-
to$¢ artykulu. Postanowilem maksymalnie ograniczy¢ liczbe pozycji bibliografii.
Cytowalem zazwyczaj tylko jeden z pierwszych artykuléw autorstwa uczestni-
kéw seminarium - ten, ktory zapoczatkowat badania danej tematyki. Czytelnicy
Wiadomosci Matematycznych moga dotrze¢ do interesujacych ich prac za po-
moca baz danych. W trakcie pisania artykutu nie mogtem si¢ zdecydowa¢, czy
uzywac nazwisk, czy tez imion matematykow, o ktorych pisze. Na seminarium
zwracali si¢ do siebie zazwyczaj po imieniu i ta forma bardziej pasowatoby do
stylu, w jakim napisalem moje wspomnienia, ale - aby unikna¢ niejednoznacz-
nosci i biorgc pod uwage wygode czytelnikéw — zazwyczaj uzywam nazwisk.

W poczatkach lat siedemdziesigtych zaczynalem pisa¢ prace magisterska
pod opieka Andrzeja Krzywickiego. Jej przedmiotem byla analiza nieliniowego
zagadnienia brzegowego drugiego rzedu. Moja praca byta czescig duzego pro-
jektu - teraz powiedzialoby si¢ ,,grantu” - ktéry byl finansowany przez Poltegor.
Nie wszystkim zapewne ta nazwa co§ mdéwi. Poltegor (akronim nazwy Pol-
ska Technika Gornicza) to przedsiebiorstwo powstate w latach pie¢dziesigtych
i $wiadczace ustugi projektowe dla kopaln. W swoim czasie byto wtascicielem
najwyzszego budynku we Wroctawiu. Nieruchomo$¢ wraz z otaczajaca dziatka
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kupil Leszek Czarnecki, budynek zburzono i na jego miejscu stoi teraz Sky To-
wer. Przedsiebiorstwo zostalo podzielone i sprywatyzowane. W czasach swojej
$wietnosci Poltegor nawigzal wspolprace z Romanem Zuberem, pracownikiem
Instytutu Matematycznego UWT, i w 1971 roku zlecit mu zorganizowanie ze-
spolu matematykdw, ktérego celem bytoby opracowanie modelu zachowania
sie tzw. leja depresji. Z grubsza rzecz ujmujac, chodzilo o to, ze kopalnie od-
krywkowe bardzo zmienialy poziom woéd gruntowych w swoim sasiedztwie
i zleceniodawcom zalezato na doktadnym oszacowaniu tych zmian. W tle byty
procesy sadowe z rolnikami mieszkajacymi kilkadziesiat kilometréw od Betfcha-
towa i domagajacymi si¢ rekompensat za utrate zbioréw z powodu braku wody,
ktéry — wedlug nich - byt spowodowany dziatalnoscia kopalni.

W prace zespotu zaangazowanych byto wielu matematykow, nawet ta-
kich, ktérzy na co dzien byli raczej dalecy od réwnan rézniczkowych i me-
tod numerycznych. Jedna z tego przyczyn byty pienigdze. Ptacono niezle. Za
swoja prace magisterska, a udowodnilem w niej istnienie i jednoznacznos¢
rozwigzania dosy¢ nietypowego zagadnienia brzegowego oraz podatem jego
oszacowania, otrzymalem dwie pensje asystenckie. Pienigdze dla matematykow
plynely réwniez z innego Zrédta. Bylo nim istniejace do dzisiaj Centrum Badaw-
czo-Rozwojowe Cuprum, pracujgce dla przemystu miedziowego. Finansowato
ono badania nieco innych, cho¢ z matematycznego punktu widzenia podob-
nych, zagadnien. Chodzilo gtéwnie o rozchodzenie si¢ zanieczyszczen wokot
zbiornikéw poflotacyjnych.

W bardzo duzym uproszczeniu mozna powiedzie¢, ze réznica miedzy za-
gadnieniami postawionymi przez Poltegor i Cuprum byta taka: zleceniodawcow
z Poltegoru interesowato, jak zachowa si¢ poziom wdd gruntowych, gdy wy-
wiercimy studnig¢ i bedziemy pompowac z niej wode, natomiast tych z Cuprum -
jak bedg rozchodzi¢ si¢ zanieczyszczenia w glebie, gdy bedziemy je wlewa¢ do
dotu wykopanego w ziemi.

Zespoly matematykéw zaangazowanych w zlecenia Cuprum i Poltegoru
byty liczne. Gléwne role odgrywali w nich Andrzej Krzywicki, Hanna Marcin-
kowska, Adam Rybarski, Czestaw Ryll-Nardzewski i Roman Zuber. Krzywicki
i Rybarski mieli niezwyklg intuicje oraz wiedze z hydromechaniki i gtéwnie na
nich spoczywala odpowiedzialno$¢ za konstrukcje odpowiednich modeli ma-
tematycznych opisujacych procesy hydrologiczne zachodzace w glebie. Marcin-
kowska i Ryll-Nardzewski czuwali nad matematyczng strong problemu, a Zuber
byt odpowiedzialny za czes¢ numeryczng zagadnien. Kazdy z nich zgromadzit
wokot siebie mlodych pracownikdw, czasami jeszcze studentéw. Problemy ma-
tematyczne, ktore powstaty przy okazji zleconych badan, przyczynity sie do
rozwoju naukowego paru rocznikéw absolwentéw matematyki we Wroctawiu.
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Corocznie przedstawiano sprawozdania z osiggnietych wynikéw. Mam
przed sobg sprawozdanie dla Poltegoru. To ryza pozoélklego, rozpadajacego sie
juz, jednostronnie zapisanego papieru, podzielona na kilka czesci. Drukarek
ani zadnego edytora tekstu nie bylo, wszystko pisano na maszynie, a wzory ma-
tematyczne wpisywano recznie. Wiekszos¢ tekstu dotyczy stosowanych metod
numerycznych. Do obliczen uzywano maszyny ODRA 1204 o pamieci operacyj-
nej 64 kilostéw. Stata ona w budynku obecnego Instytutu Matematycznego UWr,
zajmowala jedng trzecig pietra i wymagala specjalnej klimatyzacji.

Sprawozdania byly analizowane przez ekspertéw Poltegoru. Okazalo sig,
ze réwnania rézniczkowe zaproponowane przez matematykow dobrze opisywa-
ty zachowanie si¢ leja depres;ji i obliczenia numeryczne ich rozwigzan zostaty
potwierdzone przez badania terenowe. Wspdlpraca z Poltegorem i Cuprum
zakonczyla si¢ w 1978 roku.

W czasie trwania projektow z inicjatywy Rylla-Nardzewskiego powolano
seminarium, na ktérym na biezaco omawiano problemy i postepy prac. W la-
tach 1973-1974 stopniowo wyodrebnito sie z niego srodowiskowe seminarium
z réwnan rozniczkowych, ktérego prowadzacymi byli Krzywicki i Marcinkow-
ska. Uczestnikami byli pracownicy Uniwersytetu Wroclawskiego, Politechniki
Wroctawskiej oraz Akademii Rolniczej. Przewazali matematycy, cho¢ byla tez
grupa inzynierdw zainteresowanych hydromechanikg i teorig spalania oraz
chemikdw, specjalistow z teorii kinetyki chemicznej. Na poczatku trzon sta-
tych uczestnikéw seminarium tworzyli Jan Goncerzewicz, Aleksander Janicki,
Wojciech Okrasinski, Krzysztof Tabisz, Jan Sliwa i Adam Szustalewicz. Siebie
nie wymienitem, bo wtedy tylko bywalem na seminarium i dopiero pdzniej
uczeszczalem na nie regularnie.

Gléwna tematyka odczytow byly wowczas réwnania filtracji, czyli rézne
wersje rownania Boussinesqa! i, = Ah% Opisuje ono poziom h(x, y,t) wod
gruntowych w punkcie (x, y) i w chwili ¢. Zazwyczaj rozpatrywano je w ob-
szarze radialnie symetrycznym. W pracy [9] wprowadzono réwnanie catkowe
typu Volterry. Rozwiazanie tego réwnania dobrze przyblizalo rozwigzanie za-
gadnienia Boussinesqa, a ono samo oraz jego uogodlnienia byly przez wiele
lat obszarem badawczym Okrasinskiego oraz Wojciecha Mydlarczyka, ktéry
dotaczyt do seminarium nieco pdzniej.

Badania réwnan filtracji byly z duzymi sukcesami kontynuowane przez
wiele lat przez grupe matematykow z Akademii Rolniczej i dotyczyty gtownie
metod numerycznych ich rozwigzywania.

! Joseph Valentin Boussinesq (1842-1926) — francuski matematyk i fizyk, wnidst istotny
wkiad w rozwdj hydrodynamiki oraz teorii drgan, swiatfa i ciepta.
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Rok 2004. Grono uczestnikoéw seminarium wraz z sympatykami. Od lewej Grzegorz Karch, Ewa
Obtak, Andrzej Krzywicki, Krzysztof Stempak, Michat Olech, Dorota Biler, Andrzejek Biler,
Andrzej Raczynski, Piotr Biler, Mariusz Kieca, Tadeusz Nadzieja

Z wymienionych wyzej uczestnikéw seminarium tylko Goncerzewicz
pozostal wierny problemom matematycznym zapoczatkowanym w projekcie
Cuprum. Interesowat si¢ gtéwnie zdegenerowanymi réwnaniami paraboliczny-
mi typu

ur = (9(4))xx + f ()Y (u)s- (1)

Funkcje f, ¢ i v sa zadane, przy czym pochodna ¢’ jest nieujemna i zeruje
sie w pewnym punkcie — tam pojawia sie zdegenerowanie dyfuzji. Jego konse-
kwencja jest brak klasycznych rozwigzan oraz istnienie brzegu swobodnego,
bedacego granica obszaru dodatniosci rozwigzan. Goncerzewicz badal réwna-
nie (1) uzupelnione warunkiem brzegowym i poczatkowym. Zajmowatl sie pro-
blemem istnienia i jednoznacznosci oraz wlasnosciami uogdlnionych (stabych)
rozwigzan w przypadku funkcji nieregularnych - brzegowych i poczatkowych.
W poézniejszym okresie zainteresowal sie rdwnaniem osrodkéw porowatych
ur = A(u™) z m > 1. W owym czasie nie wiedzieliémy, ze niemal réwnocze$nie
zagadnienia zwigzane z modelowaniem rozprzestrzeniania si¢ zanieczyszczen
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w wodach gruntowych badano w Delft i Leiden. Goncerzewicz nawigzal kon-
takt z Brianem Gildingiem, wybitnym wychowankiem holenderskiej szkoty
nieliniowych réwnan rézniczkowych, zaangazowanym w te badania. Rezulta-
tem ich wieloletniej wspotpracy jest kilka prac, w ktérych badali rozwigzania
réwnan filtracji wybuchajace w skoniczonym czasie oraz — gdy sa globalne - ich
asymptotyke (zob. [8]).

Na poczatku lat osiemdziesigtych dotaczyt do uczestnikéw seminarium
Piotr Biler, a w latach dziewie¢dziesigtych — Andrzej Raczynski, Janusz Mier-
czynski, Henryk Kudela, Wojciech Mydlarczyk, Grzegorz Karch, Izabella Laba
oraz Robert Stanczy. Czasami na posiedzeniach bywalo ponad dwadzie$cia oséb.
Grono uczestnikéw zmienialo sie, kto§ wyemigrowal, zmienit zainteresowania,
przybywali tez nowi zainteresowani tematykg seminarium - czasami tylko na
pare posiedzen, ale zdarzalo sie, ze dzieki ich wiedzy powstawaty wspélne prace.

Jak na kazdym seminarium, referowano wlasne wyniki oraz prace innych
autoréw. Zaczeto nawigzywac kontakty miedzynarodowe, coraz czesciej poja-
wiali sie goscie z innych o§rodkéw. Rezultaty badan przekiadaly si¢ na doktoraty
i habilitacje. Mniej uwagi zaczeto zwracac na aspekt aplikacyjny, zagadnienia
zaczynaly zy¢ swoim Zyciem matematycznym. To, Ze badania nie stoczyly si¢
w przepas¢ uogélnien bez motywacji fizycznych, jest zastugag Krzywickiego,
ktéry mocno hamowat takie zapedy. Swoja role odgrywali tez inzynierowie,
ktoérzy czasami rzucali cierpkie uwagi na temat interpretacji przedstawianych
przez referenta zagadnien.

Seminarium w latach siedemdziesigtych i osiemdziesigtych odgrywato
bardzo duzg role w srodowisku matematykéw wroctawskich. Kazdy, kto miat
jaki$ problem lub wynik z réwnan rézniczkowych, predzej czy pézniej sie na
seminarium pojawial. Atmosfera byla zawsze zyczliwa dla prelegentéw, ale
tez stres przed referatem dotykat kazdego. Czasami kilka uwag prowadzacych
seminarium lub ktdregos z uczestnikow ,,ktadlo na lopatki” prelegenta, ale nigdy
nie pozostawiano go z problemami. Zawsze pojawialy sie propozycje zmian,
ulepszen i w rezultacie nikt po referacie nie czul si¢ Zle i kazdy wracat do swojej
pracy bogatszy o nowa wiedze, cho¢ bywalo, ze ubozszy o jedna publikacje.

W konicu lat osiemdziesiatych pojawily sie tzw. problemy weztowe, taka
chyba nazwa wtedy funkcjonowata. Byt to rodzaj grantéw finansowanych przez
Ministerstwo. Pamietam spotkanie na uniwersytecie, na ktérym byli obecni
geolodzy, biolodzy, moze kto$ z geograféw, w kazdym razie pracownicy nauko-
wi odczuwajacy potrzebe wspdtpracy z matematykami. Referowali oni swoje
problemy i oczekiwali, Ze matematycy pomogg im je rozwigza¢. Zainteresowalo
mnie zagadnienie przedstawione przez mtodego biochemika, ktére dotyczyto
dosy¢ szczegdlnego zagadnienia z teorii elektrolitéw. Niewiele trzeba bylo, aby
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przekona¢ Krzywickiego, by przyjrze¢ si¢ blizej problemowi. Szczgsliwym zbie-
giem okolicznosci w ksiegarni rosyjskiej w Rynku pojawity si¢ dziela zebrane
Petera Debyea? Dodam dla mlodszych czytelnikdw, ze ksiegarnia rosyjska
byta podstawowym zrédlem zaopatrzenia w literature matematyczng. Rosjanie
sami §wietnie pisali, nie przejmowali si¢ tez prawami autorskimi i ttumaczyli
co cenniejsze pozycje swiatowej literatury matematycznej. Poza tym wydane
przez nich ksigzki byly dostepne na kazda kieszen. Nabylem tadnie wydana
kolekcje prac Debye’a i staralem si¢ co$ z nich zrozumie¢. Bardzo opornie mi
to szto. Z pomoca pospieszyt Krzywicki. Pare jego trafnych uwag i spostrzezen
rozjasnilo mi mocno teorig¢ elektrolitow. W szczegélnosci uswiadomit mi, ze
u podstaw teorii elektrolitow lezy mechanika Arystotelesa, a nie Newtona. Nie
przyspieszenie jest proporcjonalne do sity, ale predko$¢! Ta niby drobna uwa-
ga spowodowala, ze zrozumialem wiele z tajemniczych do tej pory dla mnie
zagadnien.

Ogodlnie rzecz ujmujac, w teorii elektrolitéw opisuje sie ewolucje gestosci
chmury jonéw poruszajacych sie pod wplywem wzajemnego oddzialywania
coulombowskiego. Wptyw elektrolitu na poruszajacy si¢ jon mozna roztozy¢
na trzy czesci: pierwsza, zwigzang z fluktuacjami cieplnymi, druga - z tarciem
proporcjonalnym do predkosci czastki i trzecig — z gradientem elektrycznego
pola sil wytworzonego przez chmure jonéw. Paraboliczno-eliptyczny uktad
réwnan opisujacy ewolucje gestosci jondw i potencjatu wytworzonego przez
nie zostal wyprowadzony przez Walthera Nernsta® i Maxa Plancka w latach
osiemdziesigtych XIX wieku, a nastepnie intensywnie badany przez Debye’a
i Ericha Hiickela w latach dwudziestych XX wieku.

Pod koniec lat osiemdziesigtych Krzywicki zaproponowat, aby rozwaza¢
ewolucje chmury czastek, oddziatywania miedzy ktérymi nie sg typu coulom-
bowskiego, a na przyktad typu grawitacyjnego. Na poczatku wydawalo sie, ze
problem ma charakter czysto matematycznej zabawki, bez szans na sensowna
interpretacje fizyczng. Okazalo sie, ze jest inaczej i zagadnienia tego typu od
wielu lat byly przedmiotem zainteresowania astronomow.

% Peter Debye (1884-1966) — holenderski chemik, laureat nagrody Nobla z chemii w 1936
roku.

> Walther Nernst (1864-1941) — fizyk i chemik niemiecki, laureat nagrody Nobla z chemii
w 1920 roku, sformutowat trzecia zasade termodynamiki.

* Erich Hiickel (1896-1980) — niemiecki fizyk i chemik. Pochodzit ze znanej rodziny uczo-
nych. Jego dziadek i pradziadek byli znanymi botanikami, a brat Walter, fizyk, profesor uniwer-
sytetu we Wroctawiu, w lutym 1940 roku wystosowat list do Ministerstwa Nauki, Wychowania
i O$wiaty III Rzeszy, w ktorym wstawil si¢ za profesorami UJ aresztowanymi w ramach akeji
Sonderaktion Krakau.
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Opis ewolucji gestosci u chmury czastek poruszajacych sie¢ po wpltywem
wzajemnego oddzialywania oraz podlegajacych tarciu i fluktuacji cieplnej moz-
na opisa¢ réwnaniem typu Fokkera-Plancka

u=v-(Vu+X(uw)u), wQx[0,T)->R, QcR" (2)

Cze$¢ transportowa jest zadana polem wektorowym X(u) zaleznym od u
w nielokalny sposob, na przyklad poprzez réwnanie rézniczkowe +Ag = u,
X (u) = Vu lub ogélniej operatorem catkowym ¢(x, t) = [, K(x, y)u(y, t) dy,
X(u) = Vg. Jadro K zalezy od typu oddzialywan miedzy czasteczkami. Réwna-
nie (2) uzupelniamy warunkiem brzegowym gwarantujacym zachowanie masy
catkowitej czastek

(Vu+uX(u))-v=0 (3)

oraz poczatkowym
u(x,0) = up(x). (4)

W réwnosdci (3) v jest wektorem jednostkowym prostopadtym do brzegu, a u
we wzorze (4) - zadang funkgja.

Jesli X(u) =V [ K(x, y)u(y, t) dy, to stacjonarna gestos¢ U ma postac
boltzmannowska U = C exp(—®), a stacjonarny potencjal @ spetnia réwnanie
funkcyjno-calkowe Lane€a-Emdena®

o (x) =M( [ exp(-0() dy>) [ KGxyyep(-oG)dy. ©)
Q

Q

Parametr M mozna interpretowac jako mase catkowita chmury czastek.
Roéwnanie (5) w przypadku oddzialywan coulombowskich sprowadza si¢
do zagadnienia brzegowego dla réwnania Poissona-Boltzmanna

_ exp(—D)
A M (o)’

Wspdlnie z Krzywickim pracowatem nad problemem (6). Wykazali$émy, ze ma

D30 = 0. (6)

on jedyne rozwiazanie (zob. [10]). Pamigtam, Ze na poczatku badania szty dosy¢
opornie. Zauwazmy, Ze zagadnienie (6) jest nielokalne, bowiem po prawej jego
stronie wystepuje calka z funkcji niewiadomej. Fakt ten rodzi problemy, ktére
nie wystepuja w zagadnieniach lokalnych, tzn. takich, w ktérych po prawej
stronie wystepuje warto$¢ funkcji niewiadomej w danym punkcie.

* Jonathan Homer Lane (1819-1880) — amerykanski astrofizyk, wyznaczyl teoretycznie
zwiazki migdzy temperatura, ci$nieniem i ggsto$cia we wnetrzu Stonca. Jacob Robert Emden
(1862-1940) — szwajcarski astrofizyk, opracowal model zachowania si¢ kul gazowych pod wply-
wem wlasnej grawitacji.
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Pamietam, ze przez wiele dni nie moglismy ,,dobrac si¢” do zagadnienia,
wszystkie pomysty i metody zawodzily, nieréwnosci zachodzitly w odwrotna
strone, zalozenia znanych nam twierdzen nie byty w interesujagcym przypadku
spetnione, jednym stowem - katastrofa. Byt lipiec, postanowitem na pare dni po-
jecha¢ na wie$ i oderwac sie od problemu. Poinformowalem o tym Krzywickiego.
Bylem juz w pociagu i do odjazdu brakowato kilku minut, gdy zauwazytem
idacego peronem Krzywickiego, prowadzacego swdj bardzo charakterystyczny
rower. Pisze o tym, bowiem najpierw rzucil mi si¢ w oczy wtasnie rower, a pézniej
prowadzaca go osoba. Okazalo sie, ze Krzywicki poszukiwal mnie w pociagu,
aby przekaza¢ mi swoje ostatnie przemyslenia spisane na kartkach. Wzigtem
kartki, pociag ruszyl, a ja zaczalem je studiowaé. W efekcie ich lektury juz
w okolicach Brzegu miatem zamiar wysias$¢ z pociagu i wrdci¢ do Wroclawia,
aby kontynuowa¢ nasze badania. Dojechatem jednak do celu, ale po trzech
dniach bylem z powrotem we Wroctawiu.

Problem niestacjonarny w przypadku oddzialywan coulombowskich zo-
stal rozwigzany w pracy [2]. Wykazano w niej, ze w przypadku dwuwymiaro-
wym rozwigzania istnieja, s3 jednoznaczne i daza do rozwigzania stacjonarnego.
Podobny rezultat otrzymano w tréjwymiarowym przypadku, przy zalozeniu, ze
warunki poczatkowe sg dostatecznie blisko rozwigzan stacjonarnych. Jednym ze
wspolautoréw pracy jest Waldemar Hebisch, ktory nie byl uczestnikiem semina-
rium, ale zainteresowato go zagadnienie, nad ktérym pracowali$my z Bilerem
i dat si¢ wciggna¢ do wspdtpracy. On tez jest autorem kluczowego oszacowania
potrzebnego do dowodu zasadniczego twierdzenia.

Po uporaniu si¢ z gtéwnymi problemami zagadnienia opisujacego od-
dzialywania coulombowskie zaczelismy bada¢ przypadek oddziatywan gra-
witacyjnych. Jest on o wiele bardziej ztozony i ciekawszy z matematycznego
punktu widzenia. Okazalo sig, ze istnienie rozwiazania stacjonarnego zalezy
od geometrii obszaru i parametru M, zazwyczaj nie ma tez jednoznacznosci
rozwigzan (zob. [11]).

Brak rozwiazan stacjonarnych przewaznie prowadzi do istnienia rozwig-
zan wybuchajacych zagadnienia niestacjonarnego. Mozna bylo si¢ spodziewac,
ze takie zjawisko ma tez miejsce w przypadku réwnan opisujacych ewolucje
uklad6w z oddzialywaniami newtonowskimi miedzy czasteczkami.

Mocno zaangazowali$my sie z Bilerem w wykazanie istnienia rozwigzan
wybuchajacych. Wiedzieli$my, ze jakas norma rozwigzania powinna w skon-
czonym czasie dazy¢ do nieskoniczonosci. Pracowalismy nad zagadnieniem
radialnie symetrycznym w kuli jednostkowej, ktore sprowadzato sie w przypad-
ku n-wymiarowym do jednego réwnania z odpowiednio zadanymi warunkiem
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brzegowym i poczatkowym
Qi =1y 7 Qyy +10,'QQ), 7)
Q(0,£) =0, QL) =M, Q(»0)=Qu(y)>0, (8)

przy czym Qo jest zadang funkcja, a 0, polem sfery jednostkowej w R”. Funk-
cja Q ma interpretacje fizyczng — jest to masa czastek w kuli o promieniu y.
Roéwnanie (7) jest nieliniowe, ale nie w tym problem - gléwny klopot to zerujacy
sie wspdtczynnik przy drugiej pochodnej, przez co réwnanie nie jest jednostajnie
paraboliczne. W badania nad naszym zagadnieniem zaangazowata si¢ Danielle
Hilhorst z Paris Orsay, czesty go$¢ we Wroctawiu. Problem istnienia rozwiazan
stacjonarnych, globalnych i wybuchajacych zagadnienia (7-8) zostal prawie
zadowalajaco rozwigzany w pracy [3]. Pdzniej wspolnie z Bilerem napisalismy
jeszcze kilka artykutéw na jego temat.

Poczatki naszego zainteresowania istnieniem rozwigzan wybuchajacych
w przypadku nieradialnie symetrycznym byly trudne, problem nie poddawat
si¢ zadnym znanym nam metodom.

Byt upalny czerwiec, poczatek lat dziewiecdziesiatych, zlecono mi pro-
wadzenie kurséw dla maturzystéw. Zajecia odbywaly sie w budynku gmachu
gltéwnego uniwersytetu, zaplanowano je nawet w §wieto Bozego Ciata. Wycho-
dze po lekcjach przed budynek i widze, ze obok pomnika szermierza stoi Piotr
i czeka na mnie z jakimi$ ,,oszacowankami’, zawsze uzywal takiego zdrobnienia.
Siedzielismy na tawce przed gmachem gléwnym uniwersytetu i usitowalismy
jako$ wykorzysta¢ nowa wiedze, w tle stychac byto §piewy uczestnikéw procesji.
O ile pamietam, zadnych sukceséw w ten $wigteczny dzien nie osiggnelismy.

Po pewnym czasie Biler wykorzystal swoje doswiadczenie w badaniu row-
nania Schrédingera i zaproponowat uzycie tzw. metody momentéw, a doktadniej
chodzilto o ewolucje¢ drugiego momentu gesto$ci. Pomyst zdat egzamin i udato
sie wykaza¢, ze w przypadku dwuwymiarowym, jesli rozpatrujemy problem
w obszarze gwiazdzistym, na przyklad w dysku, to dla mas wiekszych od 47
istnieja rozwigzania wybuchajace, tzn. takie, ktore sg okreslone tylko na skonczo-
nym odcinku czasu [0, T') i pewne normy rozwiazania daza do nieskoriczonosci,
gdy czas dazy do T - mozna rzec, ze mamy do czynienia z pewnego rodzaju
kolapsem grawitacyjnym. W pracy [1] pojawily si¢ po raz pierwszy normy
Morreya®, w jezyku ktérych sformutowano warunki na istnienie wybuchéw
i jednoznaczno$¢ rozwigzan.

% Charles Bradfield Morrey Jr. (1907-1984) — amerykanski matematyk, autor znaczgcych
rezultatow w zakresie rownan rézniczkowych czastkowych i rachunku wariacyjnego.
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Chyba w polowie lub koncu lat dziewigédziesigtych Biler natknal sig
na prace angielskiego fizyka Raymounda Streatera’, ktéry wyprowadzit réw-
nanie opisujace nie tylko ewolucje gestosci chmury czastek, lecz roéwniez jej
temperatury. W naszych modelach temperatura byla ustalonym parametrem.
Dosy¢ szybko nawiazaliémy z nim kontakt. Bywal na seminarium we Wroclawiu,
uczestnicy seminarium jezdzili do Londynu. Mieszkalem u niego w domu przez
tydzien, a pdzniej on goscit u mnie w Zielonej Gérze. Mielismy duzo czasu
na dyskusje, ale przyznam, ze trudno bylo znalez¢ wspdlny punkt widzenia.
Ray patrzyt na nasze zagadnienia z punktu widzenia fizyki i caly czas twierdzit,
ze zadnych wybuchdéw rozwigzan nie ma, bowiem trzeba, przy duzej gestosci
materii, uwzgledni¢ efekty kwantowe. I tutaj nasze drogi si¢ rozchodzily. Pa-
mietam jego opinie na temat rownania Naviera-Stokesa. Twierdzil, ze klopoty
z nim zwigzane biorg si¢ z faktu, ze problem jest zle postawiony. Wprowadzat
modyfikacje do tego réwnania, ale nie bardzo zrozumiatem, w jaki sposéb
moglyby one uproséci¢ matematykom zagadnienie.

Réwnania wyprowadzone przez Streatera maja wyjatkowo skomplikowa-
na postac i nie wiem, czy kto$ do tej pory wykazal istnienie ich rozwiazan. My
zajeliSmy sie rozwigzaniami stacjonarnymi, ktére spetniaty badane przez nas
wczesniej rownania. PostawiliSmy sobie jednak ambitniejsze zadanie - zbada¢
rozwigzania stacjonarne przy zadanej energii catkowitej, tj. sumy energii poten-
cjalnej i cieplnej. Problem okazat sie ciekawy i udalo sie zaangazowac w jego
badanie paru $wietnych matematykdéw. Rezultatem jest praca [5].

Wspoélpraca z grupg astronoméw z Tuluzy zaowocowata badaniem ewolu-
cji chmury czastek poruszajacych sie pod wptywem wzajemnego oddziatlywania
grawitacyjnego, przy czym zamiast liniowego zwigzku miedzy ci$nieniem i ge-
sto$cig rozpatrujemy innego rodzaju relacje, na przyktad Fermiego-Diraca.
Prowadzi to do dosy¢ skomplikowanych problemdw, czes¢ z nich zostala roz-
wigzanych w pracy [6, str. 61-78].

Réwnania ewolucji gesto$ci chmur wzajemnie oddziatujacych czastek sa
bardzo podobne do réwnan chemotaksji. Przypomnijmy, Ze opisuja one gestos¢
kolonii bakterii oraz substancji wytwarzanej przez nie, tzw. chemoatraktanta.
Bakterie poruszajg si¢ w kierunku jego maksymalnego stezenia. Rézne modele
opisujace zjawisko chemotaksji s3 przedmiotem zainteresowania w wielu czo-
fowych o$rodkach matematycznych. We Wroctawiu bardzo zaangazowat sie
w te tematyke Biler. Dosy¢ szybko dotgczyt do niego Karch oraz jego dokto-
ranci. Stworzyli bardzo silny zesp6l, a do wspotpracy udato im sie namowi¢

7 Raymound Streater (ur. 1936) - angielski fizyk, obecnie emerytowany profesor matematyki
stosowanej w King’s College London. Znany gléwnie jako wspétautor z A. S. Wightmanem
monografii na temat kwantowej teorii pola.
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paru matematykéw zagranicznych i polskich, nawet dosy¢ dalekich od réwnan
rézniczkowych, ale dysponujacych wiedzg z analizy harmonicznej i tzw. silg do-
wodowg, bardzo przydatng w badaniu wyjatkowo zlozonych zagadnien. Metody
badawcze zahaczaly o teori¢ przestrzeni Morreya, analize¢ funkcjonalng i har-
moniczng. Ja juz nie bralem w tych badaniach aktywnego udziatu, a wyniki nie
jest fatwo opisa¢ bez odwolywania sie do skomplikowanych poje¢, ktore nie sg
powszechnie znane. Swietnym zrédtem informacji o zagadnieniach chemotaksji
jest monografia [7] oraz obszerna literatura w niej zawarta.

W latach dziewieédziesiatych Biler i Karch wielokrotnie przebywali na
Case Western University w Cleveland, gdzie wspdtpracowali z Wojborem Woy-
czynskim, bylym pracownikiem Instytutu Matematycznego UWr i wychowan-
kiem Kazimierza Urbanika. Przywiezli stamtad nowg tematyke badan. W roz-
wazanych do tej pory zagadnieniach na wroctawskim seminarium operator
Laplace’a zastapili laplasjanem fraktalnym A° Jest to operator nielokalny dziata-
jacy na funkcjach pewnej klasy i zdefiniowany za pomoca transformaty Fouriera

F(A'u)(x) = |x|"Fu(x)

lub przez catke singularna

(=A)u(x) = cp.vf wlx) u(y) 4,
&

|x _ y|n+25

przy czym C jest pewna stala, a P.V. oznacza, ze chodzi o wartos¢ catki w sensie
warto$ci gléwne;j.

Formalna definicja utamkowego laplasjanu nie wyjasnia, dlaczego we
wspomnianych wczesniej réwnaniach zastgpiono laplasjan jego wersja utamko-
wa. Jesli opisujemy ewolucje gestosci chmury czastek poruszajacych si¢ ruchem
Browna, to ewolucja gestosci tych czastek opisana jest klasycznym réwnaniem
ciepla. Natomiast jesli dopuscimy mozliwo$¢ duzych skokéw tych czastek, to
w réwnaniu ciepla laplasjan zastepujemy laplasjanem utamkowym.

Okazuje sie, ze wiele proceséw w przyrodzie wymaga w ich modelowaniu
uzycia wlasnie laplasjanu utamkowego, co prowadzi do nowej klasy zagadnien
matematycznych. Pojawily sie one na przyklad w pracy [4] i staly si¢ przedmio-
tem badan Bilera, Karcha i skupionej wokét nich grupy mlodych matematykow.
Przyznam, ze dlugo nie moglem przekonac si¢ do nowego obszaru badan, cho¢
przez wiele godzin dyskutowalem z ich inicjatorami na temat uzytecznosci
nowego aparatu matematycznego. By¢ moze moj sceptycyzm jest zwigzany
z niklg znajomoscia proceséw stochastycznych, a wlasnie procesy Levyego
prowadzg do utamkowych laplasjanéw. Grupa uznajgca celowo$¢ badan za-
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gadnien z nowego typu nielokalnymi laplasjanami tworzy teraz wiekszo$¢ na
seminarium, a jej dorobek jest znaczny.

Wspomnialem o mojej niklej znajomosci proceséw stochastycznych. Oka-
zalo sie, Ze w rezultacie tej niewiedzy powstala elementarna praca zawierajaca
wynik, ktéry mogtby sie znalez¢ w kazdym podreczniku z réwnan czastkowych.

W jednej z naszych wspdlnych prac Biler uzyt argumentu pochodzacego
z teorii proceséw stochastycznych (tzw. test Fellera). Artykul sie ukazal, ale by-
tem zdania, ze powinni$my poszuka¢ dowodu opartego tylko na argumentach
analitycznych. Po kilkunastu miesigcach wykazaliSmy metodami elementarny-
mi, Ze réwnanie ciepta na dysku dwuwymiarowym bez srodka z warunkami
brzegowymi (1 na brzegu kota i 0 w $rodku) nie ma rozwigzan, nawet lokalnych
w czasie. Pdzniej uog6lniliémy ten rezultat na liniowe réwnania paraboliczne.

Wydaje mi si¢, ze wymienitlem podstawowe zagadnienia bedace przedmio-
tem zainteresowan uczestnikéw seminarium. Powstawaty réwniez prace poza
gléwnym nurtem badan, na przyklad z teorii termistoréw, réwnania Boltzmanna
i Naviera-Stokesa. Ostatnimi laty Karch nawigzal wspolprace z grupg matema-
tykow zajmujaca sie modelowaniem zjawisk biologicznych. Zaowocowalo to
powstaniem kilku prac i otworzyto nowe obszary badawcze.

Na koniec pare zdan o zwyczajach panujacych na seminarium. Prelekcje
byly dwugodzinne, tzn. dwa razy po 45 minut z przerwa pietnastominutows.
Po wyktadzie wszyscy spotykali sie¢ w jednym pokoju. Czasami tlok byt wielki,
na szczescie byly to wlasciwie dwa pokoje obok siebie ze wsp6lnymi drzwiami.
W jednym, gdzie przebywata wigkszo$¢, zazwyczaj byta butelka niezlego wina
i mndstwo paczkow, ktore kupowat Krzywicki w cukierni ,,Pod trumienky”
W rzeczywistodci na jej szyldzie widniat napis ,,Cukiernia’, ale sgsiadowata z za-
ktadem pogrzebowym i taka jej nazwa przyjela sie powszechnie we Wroctawiu.
Dyskutowano o réznych sprawach, komentowano biezace wydarzenia, koncerty,
ksigzki, dzielono si¢ nowa wiedza nabyta od ostatniego posiedzenia. Jesli kto$
chciat podyskutowac o szczegdtach referatu, miat do dyspozycji drugi pokdj,
w ktérym nie byto ttoku. Tak byto w XX wieku. P6zniej uczestnicy seminarium
zaczeli nabywa¢ samochody, wiec o lampce wina musieli zapomnie¢; niekto-
rzy musieli zacza¢ dbac o zdrowie, wiec coraz trudniej bylo tez skonsumowac
wszystkie paczki. Rodzinne i stuzbowe obowiazki sprawity, ze spotkania byty
krotsze niz wezedniej. Na seminarium coraz czesciej goszcza zagraniczni stazy-
$ci i wigkszos¢ odczytow jest w jezyku angielskim. Spotkania po seminarium
przybraly tez, ze wzgledu na ich obecno$¢, nieco inny charakter.

Obecnie prowadzacymi seminarium sa Andrzej Krzywicki, Piotr Biler,
Grzegorz Karch i Mitosz Krupski — Mistrz (tak nazywamy profesora Krzywic-
kiego), jego uczen, wnuk i prawnuk naukowy.
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Podzigkowanie. Dzigkuje P. Bilerowi, J. Goncerzewiczowi oraz G. Karchowi za
uwagi, ktore uwzglednitem w ostatecznej wersji artykulu.
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