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COVID-19

�yjemy w czasach, gdy naszym gªównym zmartwieniem jest walka z koro-
nawirusem. Do tej walki wª¡czyªa si¦ spoªeczno±¢ matematyków, a jej wysiªki
mo»na ±ledzi¢ na wielu forach, np.

https://www.ptm.org.pl/zawartosc/matematycy-o-koronawirusie-sars-cov-
2 .

Dodajmy, w miar¦ naszych mo»liwo±ci, do tej dyskusji swoje �trzy grosze".
Zaproponujemy bardzo prosty model rozwoju epidemii. Oznaczmy przez

C liczb¦ osób chorych, a przez Z liczb¦ osób zdrowych. �miertelno±¢ nie jest
bardzo wysoka, caªy czas rodz¡ si¦ nowi ludzie, mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e
caªkowita liczba osobników populacji jest staªa, tzn. C + Z = const =: N .
Pr¦dko±¢ wzrostu liczby zara»onych jest proporcjonalna do liczby kontaktów
osobników zara»onych i zdrowych, czyli liczby par (a, b), a oznacza osobnika
zara»onego, b osobnika zdrowego. Z zaªo»enia tego wynika, »e liczba osobni-
ków chorych speªnia równanie ró»niczkowe

dC

dt
(t) = λC(t)(Z(t) − C(t)), (1)

przy czym λ jest pewnym dodatnim wspóªczynnikiem, którego w tej chwili
nie znamy.

Uwaga! Cz¦±¢ z Pa«stwa mo»e uwa»a¢, »e równanie (1) nie ma sensu, bo-
wiem C jest liczb¡ osobników chorych, a wi¦c funkcj¡ o warto±ciach w zbiorze
liczb naturalnych, a tym samym nie jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡ (chyba, »e
jest staªa, ale ten przypadek nas nie interesuje). Ci z Pa«stwa mog¡ my±le¢,
»e C(t) nie jest liczb¡ osobników chorych, ale ich mas¡.

Korzystaj¡c z warunku C + Z = N wyliczmy Z = N − C i wstawiamy
do równania (1), otrzymuj¡c

dC

dt
(t) = λC(t)(N − 2C(t)). (2)

Oznaczmy 2C = y, równanie na zmienn¡ y przybiera posta¢

dy

dt
(t) = λy(t)(N − y(t)). (3)
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Równanie (3) jest dobrze znane pod nazw¡ równanie Verhulsta. Jego roz-
wi¡zanie dane jest wzorem

y(t) =
N

1 − Ce−λNt
, (4)

przy czym C jest staª¡, któr¡ mo»emy wyznaczy¢ znaj¡c liczb¦ y0 chorych
w chwili t = 0.

Zadanie Sprawdzi¢, »e funkcja dana wzorem (4) speªnia równanie (3).

Wskazówka. Nale»y obliczy¢ pochodn¡ funkcji (4) i sprawdzi¢, »e zachodzi
równo±¢ (3).

Z warunku y(0) = y0 wyliczamy C = y0−N
y0

. Podstawiaj¡c w (4) wyliczon¡
staª¡ C dostajemy

y(t) =
y0N

y0 − (y0 −N)e−λNt
. (5)

Zadanie.Wykaza¢, »e limt→+∞ y(t) = N . Czyli wszyscy zostan¡ zaka»eni
wirusem po dostatecznie dªugim czasie.

Zadanie. Przy jakiej liczbie zaka»onych y wzrost zachorowa« b¦dzie naj-
szybszy, czyli dla jakiej warto±ci y prawa strona równania (3) jest najwi¦ksza.

Zadanie. Narysowa¢ wykres funkcji y(t) dla dwóch ró»nych parametrów
λ.

Zadanie. Obliczy¢ w jakiej chwili t wzrost zachorowa« jest najszybszy.

W naszym modelu wyst¦puje nieznany parametr λ. Interpretujemy y(t)
jako mas¦ chorych osobników w chwili t, a wi¦c y(t) ma wymiar masy, [y(t)] =
M .

Zadanie. Jaki jest wymiar �zyczny ma wspóªczynnik λ, [λ] =?

Zauwa»my, »e kluczow¡ rol¦ w naszym modelu odgrywa wspóªczynnik
λ, którego nie znamy. Zaªó»my, »e w pewnej chwili t̄ okre±lili±my ekspery-
mentalnie y(t̄) =: ȳ. Wiemy wi¦c, »e y(t̄) = ȳ. Z równo±ci tej obliczamy
(Sprawdzi¢!)

λ =
1

Nt̄
ln
ȳ(N − y0)

y0(N − ȳ)
. (6)

Je±li N jest bardzo du»e w porównaniu z ȳ i y0 to mo»emy przyj¡¢, »e
N − ȳ ≈ N − y0. Wtedy wzór (6) przybiera posta¢
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λ ≈ 1

Nt̄
ln
ȳ

y0
. (7)

Parametry ȳ oraz t̄ wyznaczylismy do±wiadczalnie, obserwuj¡c przebieg
epidemii. Teraz pojawia sie nowy problem, przy pomiarach zawsze popeªnia-
my bª¦dy, a wi¦c wspóªczynnik λ obarczony jest pewnym bª¦dem pomiaro-
wym ±ε. Zauwa»my, »e je±li popeªnili±my bª¡d rz¦du ±10−2, to we wzorze
(5) zamiast czynnika e−λNt pojawi si¦ czynnik e−λNte±10

−2Nt. Caªkowita ma-
sa populacji N jest rz¦du milionów, a wi¦c 10−2N jest du»¡ liczb¡, która
wpªywa istotnie na rozwi¡zanie.

Zadanie. Oznaczmy przez y(t) rozwi¡zanie ze wspólczynnikim λ, a przez
yε(t) rozwi¡zanie z do±wiadczalnie wyznaczonym wspóªczynnikiem λε, który
ró»ni si¦ od λ o warto±¢ rz¦du 10−2. Oszacowa¢ ró»nic¦ y(t)−yε(t) dla du»ych
czasów t.

Problem dokªadnego okre±lenia wspóªczynników w modelach matema-
tycznych ma fundamentalne znaczenie, maªe bª¦dy w ich wyznaczaniu mog¡
drastycznie zmieni¢ rozwi¡zania.

Zadanie Jak ograniczenia w poruszaniu si¦ ludno±ci wpªywaj¡ na wspóª-
czynnik λ?


