COVID-19

Zyjemy w czasach, gdy naszym glownym zmartwieniem jest walka z koro-
nawirusem. Do tej walki wlaczyla sie spoteczno$¢ matematykow, a jej wysitki
mozna $ledzi¢ na wielu forach, np.

https://www.ptm.org.pl/zawartosc/matematycy-o-koronawirusie-sars-cov-

Dodajmy, w miare naszych mozliwosci, do tej dyskusji swoje ,trzy grosze".

Zaproponujemy bardzo prosty model rozwoju epidemii. Oznaczmy przez
C liczbe 0s6b chorych, a przez Z liczbe 0s6b zdrowych. Smiertelnogé nie jest
bardzo wysoka, caly czas rodza sie nowi ludzie, mozemy wiec zalozy¢, ze
catkowita liczba osobnikow populacji jest stalta, tzn. C' + Z = const =: N.
Predkos$é¢ wzrostu liczby zarazonych jest proporcjonalna do liczby kontaktow
osobnikéw zarazonych i zdrowych, czyli liczby par (a, b), a oznacza osobnika
zarazonego, b osobnika zdrowego. Z zalozenia tego wynika, ze liczba osobni-
kéw chorych spetnia rownanie rézniczkowe
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przy czym A jest pewnym dodatnim wspoélczynnikiem, ktorego w tej chwili
nie znamy.

Uwaga! Czesé¢ 7 Panistwa moze uwazaé, ze rownanie (1) nie ma sensu, bo-
wiem C' jest liczba osobnikéw chorych, a wiec funkcja o wartosciach w zbiorze
liczb naturalnych, a tym samym nie jest funkcja rézniczkowalna (chyba, ze
jest stala, ale ten przypadek nas nie interesuje). Ci z Panstwa moga mysle¢,
ze C(t) nie jest liczba osobnikéw chorych, ale ich masa.

Korzystajac z warunku C' + Z = N wyliczmy Z = N — C' i wstawiamy
do réwnania (1), otrzymujac

%(t) = AC(t)(N — 2C(1)). (2)

Oznaczmy 2C' = y, rbwnanie na zmienng y przybiera postac

dy
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Rownanie (3) jest dobrze znane pod nazwa réwnanie Verhulsta. Jego roz-
wiazanie dane jest wzorem

y(t) = %a (4)

przy czym C' jest stala, ktora mozemy wyznaczy¢ znajac liczbe yo chorych
w chwili ¢ = 0.

Zadanie Sprawdzi¢, ze funkcja dana wzorem (4) speinia réwnanie (3).

Wskazowka. Nalezy obliczy¢ pochodna funkcji (4) i sprawdzi¢, ze zachodzi
rownoscé (3).

Z warunku y(0) = yo wyliczamy C' = yoy;ON Podstawiajac w (4) wyliczona
stata C' dostajemy
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Zadanie. Wykazac, ze lim;_,, « y(t) = N. Czyli wszyscy zostana zakazeni
wirusem po dostatecznie dlugim czasie.

Zadanie. Przy jakiej liczbie zakazonych y wzrost zachorowan bedzie naj-
szybszy, czyli dla jakiej wartosci y prawa strona rownania (3) jest najwieksza.

Zadanie. Narysowa¢ wykres funkcji y(t) dla dwoch réznych parametrow
A

Zadanie. Obliczy¢ w jakiej chwili ¢ wzrost zachorowan jest najszybszy.

W naszym modelu wystepuje nieznany parametr A. Interpretujemy y(t)
jako mase chorych osobnikow w chwili ¢, a wiec y(t) ma wymiar masy, [y(t)] =
M.

Zadanie. Jaki jest wymiar fizyczny ma wspotezynnik A, [A] =7

Zauwazmy, ze kluczowa role w naszym modelu odgrywa wspoétczynnik
A, ktorego nie znamy. Zalozmy, ze w pewnej chwili ¢ okreslilisémy ekspery-
mentalnie y(¢) =: y. Wiemy wiec, ze y(t) = §. Z rownosci tej obliczamy
(Sprawdzi¢!)
_ L i =m0 (6)
Nt yo(N —9)

Jesli NV jest bardzo duze w poréwnaniu z 4 i yp to mozemy przyjac, ze
N — gy~ N —yo. Wtedy wzor (6) przybiera postac
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Parametry § oraz ¢t wyznaczylismy do$wiadczalnie, obserwujac przebieg
epidemii. Teraz pojawia sie nowy problem, przy pomiarach zawsze popelnia-
my btedy, a wiec wspotczynnik A obarczony jest pewnym bledem pomiaro-
wym 4e. Zauwazmy, ze jesli popelilismy blad rzedu £1072, to we wzorze
(5) zamiast czynnika e *N* pojawi sie czynnik e *VteF10° Nt Calkowita ma-
sa populacji N jest rzedu milionéw, a wiec 1072N jest duza liczbg, ktora

wplywa istotnie na rozwiagzanie.

Zadanie. Oznaczmy przez y(t) rozwiagzanie ze wspolczynnikim A, a przez
Y (t) rozwiazanie z doswiadczalnie wyznaczonym wspoétezynnikiem A, ktory
rézni sie od X o warto$é rzedu 1072, Oszacowac roznice y(t) —y.(t) dla duzych
czasOw t.

Problem doktadnego okreslenia wspoétczynnikow w modelach matema-
tycznych ma fundamentalne znaczenie, mate btedy w ich wyznaczaniu moga
drastycznie zmieni¢ rozwigzania.

Zadanie Jak ograniczenia w poruszaniu sie ludnosci wpltywaja na wspot-
czynnik A7



