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Zad. 1 Opisz, jak wygladaja ciagi zbiezne w kostce Cantora.

Zad. 2 Pokaz, 7e ciag (x,) w przestrzeni euklidesowej R¥ jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
gdy kazdy z ciagow x,(7) dla i < k jest zbiezny (w R).

Zad. 3 Udowodnij, ze ciag (z,,) punktow plaszczyzny jest zbiezny do x w metryce euklide-
sowej wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny w metryce maksimum.

Zad. 4 Wykaz, ze podzbiory R"™ postaci (a1,b1) X - -+ X (ap, by) sa otwarte, a [a1,b1] X -+- X
[an, by] sa domkniete.

Zad. 5 Uzasadnij, ze nie istnieje ciag (x,) elementéw R2, ktory jest zbiezny w metryce
centrum, ale nie jest zbiezny w metryce euklidesowej. Podaj przyktad ciagu, ktéry jest zbiezny
w metryce euklidesowej (na R?), ale nie jest w metryce centrum.

Zad. 6 Sprawdz, ze w dowolnej przestrzeni metrycznej (X, d) sfera, a wiec zbiér postaci
{y € X:d(z,y) = r} (dla ustalonego x € X i r > 0) jest zbiorem domknietym. Pokaz, we
B, (z) C {y: d(z,y) < r}, ale niekoniecznie musi zachodzi¢ przeciwna inkluzja.

Zad. 7 Wykaz, ze zbieznos$¢ jednostajna ciagu funkcji ciaglych na [0,1] jest réownowazna
zbieznosci w metryce supremum w C[0,1]. (Ciag (f,,) jest zbiezny jednostajnie do f, jezeli

Ve > 03N Vn > N Vz € [0,1] |fn(z) — f(z)| <e.)

Zad. 8 Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Pokaz, ze dla kazdego A, B C X zacho-
dza réwnosci i inkluzje (w przypadku inkluzji pokaz, ze nie musza zachodzi¢ inkluzje odwrotne):

A = (Int(A°))° AUB=AUB,
ANBCANB, A=4,
Bd(A U B) = Bd(A) UBd(B) Bd(A) = Bd(X \ A).

Zad. 9 Znajdz wnetrze, domkniecie (i brzeg) nastepujacych podzbioréw R? z metryks eu-
klidesowa.

RxN, {{z,y):2°+y* =1}, Qx(R\Q), {(z,9):y =2z}, {{z,y) € (0,00)*: y=sinl/z}
Powtorz polecanie dla metryki maksimum i metryki centrum.

Zad. 10 Pokaz, ze w kostce Cantora wszystkie trojkaty sa réwnoramienne.

Zad. 11  Czy istnieje metryka na R? taka, ze [0, 1] x [0, 1] jest kula (w tej metryce)?

Zad. 12 Niech X bedzie przestrzenig liniowa. Normg na X nazywamy funkcje, ktora uogol-
nia pojecie dtugosci wektora w analogiczny sposob, w jaki metryka uogolnia pojecie odlegtosci
punktéw. Sprobuj sformalizowaé te definicje. Pokaz, ze kazda norma generuje w naturalny
sposob metryke, ale nie kazda metryka (okreslona na przestrzeni liniowej) moze zosta¢ wygene-
rowana przez norme.



Zadania rekreacyjne i problemy

Zad.

13  Metryke mozna definiowaé na kazdym zbiorze, w ostatecznosci dyskretna. . . Sprobuj

wymysli¢ jakies niedyskretne metryki (lub pseudometryki, patrz nizej) na X, jezeli X jest ...

pewnym grafem spéjnym skoniczonym,
pewnym grafem spdjnym nieskoriczonym,
pewnym grafem niespéjnym,

zbiorem stéw w jezyku polskim,

rodzing wszystkich wielokatéw na plaszczyznie,

pewna rodzing przestrzeni metrycznych (czemu nie?).

Pseudometryka jest funkcja, ktora spelnia wszystkie warunki metryki poza tym, ze mogg sie
zdarzy¢ rozne punkty z, y takie, ze d(z,y) = 0.

Zad.

14 W przestrzeniach metrycznych mozna zdefiniowaé prosta (jako zbior tych punktow,

ktore sa rownoodlegte od dwoch ustalonych punktow). Proste nie musza wygladaé jak ,proste’
(patrz np. metryka dyskretna). Jak wygladaja proste w normie miejskiej? Maksimum? Jak
wyglada prosta w przestrzeni C10,1] z metryka supremum? Jakie inne geometryczne obiekty
znane z przestrzeni euklidesowych potrafisz uogélni¢ na inne przestrzenie metryczne? A jakich

sie nie da?



