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Zad. 1 Ktoére z ponizszych przestrzeni sg spéjne. Tym, ktore nie sa spdjne, zbadaj sktadowe.
Ktoére przestrzenie sa catkowicie niespdjne, a ktore zerowymiarowe?

a) kostka Hilberta [0, 1]Y,

)
b) strzalka,
c) przestrzen Cp(]0,1]),
)

d) zbior funkcji wielomianowych f: [0,1] — R o wspolezynnikach wymiernych, z metryka
supremum,

e) R? z metryka centrum. R?\ {(0,0)} z metryka centrum.
Zad. 2 Czy istnieje ciagla surjekcja f: X — Y i ciagta surjekcja g: Y — X, jesli
X =[0,1,Y = {(z,y)a® +v* = 1},
X =(0,3)\{1,2}, Y =[0,3]\ {1,2},
X =100,3)\{1,2}, Y =1[0,1]U[2,3) U (4,5),
X

e) X =[0,12,Y =[0,1]2\ (0,1)%

Zad. 3 Podaj przyktad funkcji nieciagltej f: R — R, ktora przeksztalca zbiory spojne na
zbiory spdjne.

Zad. 4 Pokaz, ze kazda niejednopunktowa przestrzen metryczna spojna jest nieprzeliczalna.

Zad. 5 Niech A C R? bedzie zbiorem przeliczalnym. Pokaz, ze R? \ A jest przestrzenia
spojna.

Zad. 6 Powiemy, ze przestrzen topologiczna jest lokalnie spdjna, jesli posiada baze ztozona ze
zbioréw spdjnych. Pokaz, ze nie kazda przestrzen lokalnie sp6éjna jest spéjna. Znajdz przyktad
przestrzeni spéjnej, ktéra nie jest lokalnie spdjna.

Zad. 7 Niech dane bedzie pokrycie przestrzeni spojnej X zbiorami otwartymi {U;: ¢ € I}.
Pokaz, ze dla kazdych punktow z,y € X istnieje ciag (ix)k<n taki, ze x € Uj,, y € U;, i dla
kazdego k < n mamy U; NU; ., # 0. (Wskazowka: zbadaj zbior tych punktow z X, ktore
dadza sie potaczy¢ z z takim tancuchem.) Wywnioskuj stad, ze jesli (X, d) jest przestrzenia
metryczna i spéjna, to dla dowolnych x,y € X i dowolnego € > 0 istniejag x1,...,x, € X takie,
ze T =21,y = oy 1d(xg, k1) < € dla kazdego k < n.



Zadania rekreacyjne i problemy

Zad. 8 Niech C bedzie zbiorem Cantora. Oznaczmy przez Cy zbior koncéw odcinkéw po-
wstalych w procesie konstrukeji zbioru Cantora. Dla kazdego ¢ € C niech I, bedzie odcinkiem
na plaszczyznie laczacym (c,0) punktem <%,%> (bez samego punktu <%,%>) Tipi Cantora
definiujemy jako

T=|J{zyel:yeQu |J {{z.y) € L:ycR\Q}.

c€Cy ceC\Cy

Pokaz, ze tipi Cantora jest catkowicie niespojne. Pokaz, ze tipi Cantora z dodanym punktem
(x,y) (a wiec przeciekajgcy namiot Cantora alias miotetka Knastera- Kuratowskiego) jest spojna.



