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Zad. 1 Pokaz, ze w przestrzeni zupetnej przekréj przeliczalnie wielu zbioréw gestych otwar-
tych jest gesty. (Wskazowka: twierdzenie Baire’a).

Zad. 2 Niech M > 0. Pokaz, ze zbiér

{fe Cl[o> 1 [ fllsup + [ f llsup < M},

gdzie C1[0,1] oznacza zbior funkcji o ciaglej pochodnej, jest zwarty. (Wskazowka: uzyj twier-
dzenia Ascoliego-Arzeli).
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Zad. 3 Pokaz, ze ciag funkcji f,: [0,1] — R dany wzorem f,(z) = nz®, ma wspolnie ogra-

niczona pochodna w 0, ale nie jest jednakowo ciagly w 0.

Zad. 4 Pokaz, ze jezeli X jest metryzowalna w sposob zupelny i U C X jest otwarty, to U
jest metryzowalny w sposob zupelny. (Wskazowka: niech d bedzie odpowiednia metryka na X.
Rozwaz metryke dana wzorem
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d(z,(X\U)) dy,(X\U))
Zad. 5 Pokaz, ze jezeli X jest metryzowalna w sposob zupetlny i G C X jest typu Gg, to G
jest metryzowalny w sposob zupelny. (Wskazowka: G jest przeliczalnym przekrojem zbiorow
otwartych (U,). Dla kazdego z tych zbiorow uzyj poprzedniego zadania. Z przeliczalnie wielu
metryk, ktore otrzymasz, z16z jedna metryke.)

Zad. 6 Niech N C [0, 1] bedzie zbiorem liczb normalnych, przy czym r jest liczba normalna,
jesli
oA, 1

lim —mMm——— = —,
n—soo n 2

(tutaj r; jest i-ta cyfra nieskonczonego rozwiniecia dwojkowego r). Uzasadnij, ze N jest zbiorem
borelowskim.

Trudniejsze zadania:

Zad. 7 Postuz sie twierdzeniem Baire’a, zeby udowodni¢ nastepujace twierdzenie: jezeli
f:10,1] — R jest funkcja gladka (tzn. pochodne wszystkich rzedow f sa ciagte) taka, ze
dla kazdego z € [0,1] istnieje n takie, ze f(z) = 0, to f jest wielomianem. (Wskazowka:
niech S, = {z: f™ =0} i X = {x: 3(a,b) > z, f nie jest wiclomianem na (a,b)}. Z faktu, ze
0,1] = U,, Sn wywnioskuj, ze Sy, zawiera przedzial dla pewnego m.)



