Kolokwium 1 - Topologia 2025

Zad. 1 (3) Znajdz wnetrze i domkniecie zbioru A w przestrzeni X, jesli

a) A=Q, X =R z metryka euklidesowa.

b) A=(0,1]NnQ, X = (0,2) N Q z metryka euklidesows.

c) A={feC|o,1]: f(0)=0}, X =CI0,1].

d) A={feC|0,1]: f(x) =0 dla pewnego z € [0, 1]}, X = CI0, 1].



Zad. 2 (2) Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. Dla podzbioru A C X definiu-
jemy O (A) = Int (A) (stownie: serce A to wnetrze domkniccia A).

a) Pokaz, ze dla dowolnego zbioru A C X mamy © (V (A4)) = Q (A).

b) W X = R z topologia euklidesowa znajdz otwarty zbior A dla ktorego © (A) # A.

Zad. 3 (2) Niech (X, dx) bedzie przestrzenia metryczna. Na iloczynie kartezjariskim
Y = X x X zadajemy metryke dy wzorem

dy ((z,y), («,)) = dx(z,2") + dx(y,V/)

a) Pokaz, ze rzutowanie 7: Y — X dane wzorem 7 (x,y) = x jest funkcja ciagta.

b) Pokaz, ze funkcja A: X — X x X dana wzorem A(z) = (x,z) jest homeomorfi-
zmem na swoj obraz.

c) Udowodnij, ze X jest przestrzenia zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy Y jest prze-
strzenig zwarta.



Zad. 4 (2) Zalozmy, ze X jest przestrzeniag Hausdorffa i rozwazmy ¥V = X x X z
topologia produktowa (tzn. generowana przez zbiory postaci U x V', U,V - otwarte).
Pokaz, ze zbior {(z,x): x € X} jest domkniety w Y.

Zad. 5 (3) Plaszczyzna z szyszka to zbior X = R? U {s} wyposazony w nastepujaca
topologie. Jezeli U C R?, to U jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest otwarty w
metryce euklidesowej. Jezeli szyszka (czyli s) nalezy do U, to U jest otwarty wtedy i
tylko wtedy, gdy R? \ U jest zwarty w metryce euklidesowej.

a) Czy plaszczyzna z szyszka jest osrodkowa?

b) Czy plaszczyzna z szyszka jest zwarta?

c) Podaj przykltad nietrywialnego ciagu zbieznego do szyszki.



