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Zad. 1 Zbadaj jak wygladaja ciggi zbiezne w kostce Cantora.
Zad. 2 Na przestrzeni funkeji ciagltych C0, 1] mozemy zdefiniowaé metryke

dll.9) = [ 1) - )] o
Te osoby, ktore jeszcze nie catkuja, moga mysle¢, ze d(f, g) jest polem miedzy wykresami funkcji
fig
a) Pokaz, ze d.(f,g) < dsup(f,g) dla dowolnych funkeji f i g,
b) Pokaz, ze dla dowolnie duzego r istnieje f, g takie, ze deo(f,g) < 11 dsyp(f,g) > .

¢) Wywnioskuj, ze zbieznosé¢ ciagu funkcyjnego w metryce supremum pociaga zbieznosé¢ w
metryce catkowej, ale nie odwrotnie.

d) Sprobuj zwizualizowaé sobie kule w metryce catkowej.
Definicja. Niech X, d bedzie przestrzenia metryczna i A C X. Wtedy
e wnetrzem zbioru A nazywamy Int(A) = {x € A: Ir > 0 B,(x) C A},
e domknieciem zbioru A nazywamy A = {x € X: I(x,) Vn x, € A Alimx, = 1},
e brzegiem zbioru A nazywamy Bd(A) = A\ Int(A).

Zad. 3 Znajdz wnetrze, domkniecie (i brzeg) nastepujacych podzbioréw R? z metryka eukli-
desowa.

RxN, {(z,9):2°+y* =1}, Qx(R\Q), {(z,y):y=2z}, {{z,9) € (0,00)*: y =sinl/z}
Powtoérz polecanie dla metryki maksimum i metryki centrum.

Zad. 4 Zmnajdz wnetrze i domkniecie ponizszych zbioréw w przestrzeni C0,1] (z metryka
supremum):

a) {f €C[0,1]: £(0) <2},
b) {fC]0,1]: f jest $cisle rosnaca}.

Definicja. Zbior U C X jest zbiorem otwartym, jezeli dla kazdego x € U istnieje r > 0 takie, ze
B, (z) C U. Zbior F jest zbiorem domknietym, jezeli granica kazdego zbieznego ciagu elementow
F jest elementem F'.

Zad. 5 Podaj przyktady zbioréw otwartych i zbior6w domknietych w réznych przestrzeniach
metrycznych. Czy zawsze istnieje zbior, ktory nie jest ani otwarty ani domkniety? Czy moga
istnie¢ zbiory, ktoére sg zaréwno otwarte jak i domkniete?



Zad. 6 Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna i niech A C X. Pokaz, ze Int(A) jest
najwiekszym zbiorem otwartym zawartym w A, a A jest najmniejszym zbiorem domknietym
zawierajacym A. Wywnioskuj, ze U jest zbiorem otwartym wtedy i tylko wtedy, gdy U = Int(U),
a F jest zbiorem domknietym wtedy i tylko wtedy, gdy F = F.

Zad. 7 Sprawdz, ze w dowolnej przestrzeni metrycznej (X,d) sfera, a wiec zbior postaci
{y € X:d(x,y) = r} (dla ustalonego z € X i r > 0) jest zbiorem domkni¢tym. Pokaz, we
B, (z) C {y: d(z,y) < r}, ale niekoniecznie musi zachodzi¢ przeciwna inkluzja.

Zad. 8 Wykaz, ze podzbiory R" postaci (a1,b1) X -+ X (an, by) sa otwarte, a [ag, by] X - -+ X
[an, by] sa domkniete.



