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Zad. 1 Niech X bedzie przestrzenia Hausdorffa. Pokaz, ze ciag (x,) elementéw przestrzeni
X jest zbiezny do x wtedy i tylko wtedy, kiedy wszystkie jego podciagi sa zbiezne do x.

Zad. 2 Niech X bedzie przestrzenia Hausdorffa. O rodzinie A podzbioréw X powiemy, ze
jest scentrowana, jezeli przekroj kazdej skoriczonej podrodziny A jest niepusty. Udowodnij, ze
X jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy kazda rodzina scentrowana domknietych podzbioréow X
ma niepusty przekroj.

Zad. 3 Przypomnijmy (z poprzedniej listy), ze przestrzen (X, d) jest catkowicie ograniczona,
jezeli dla kazdego € > 0 istnieje e-sieé¢, a wiec zbiér skonczony F' o wlasnodci:

Ve e X Jy € F d(z,y) <e.

Pokaz, ze przestrzenie zwarte metryczne sa catkowicie ograniczone. Wywnioskuj (z powyzszego
i z zadania z poprzedniej listy), ze kazda przestrzen metryczna zwarta jest osrodkowa. Podaj
przyklad przestrzeni, ktora jest catkowicie ograniczona, ale nie jest zwarta.

Zad. 4 Niech X, Y bedg przestrzeniami metrycznymi i niech funkcja f: X — Y bedzie ciagta
i,na”. Pokaz, ze jesli X jest zwarta, to Y réwniez.

Zad. 5 Sprawdz, czy ponizsze przestrzenie sg zwarte:

e ([0, 1] z metryka supremum,

przestrzen z gruszka,

{{z,y) € R?: 22 + y? < 1} z metryka centrum,

strzalka,
o {fe€C[0,1]: Vx € [0,1] |f(z)|] < 1} z metryka supremum.

Zad. 6 () Udowodnij, ze jesli X jest przestrzenia metryczna, w ktorej kazdy ciag ma podciag
zbiezny, to X jest zwarta. (Uwaga. Na wykladzie udowodnilisémy tylko, ze w takiej sytuacji
kazde przeliczalne pokrycie ma podpokrycie skonczone).

Zad. 7 (%) Rozwazmy zbior NN wszystkich ciagoéw liczb naturalnych z metryka

P _ 0, gdy =Y,
(fL‘, y) - 1/2min{n: z(n)iy(n)}’ gdy x 7é Y.

Udowodnij, ze ta przestrzen jest bardzo niezwarta, tzn. nie jest nawet przeliczalng sumg zbioréw
zwartych.

Zad. 8 (%) (Dla tych, co wiedza, co to jest wi.) Rozwazmy przestrzen w; + 1 z topologia
porzadkowa, tzn. generowana przez zbiory postaci (a, 3), [0,0) i (o, w1], przy czym (o, ) =
{v: a < v < B}, itd. Pokaz, ze zbior A = [0,w;) nie jest domkniety w tej przestrzeni, ale
kazdy ciag zbiezny elementéw A ma granice w A. (Oczywiscie to oznacza, ze wi + 1 z topologia
porzadkowa nie jest metryzowalna).



