WdM A - Lista 10 (¢wiczenia 20 V 2016)

Zad. 1 Niech W oznacza rodzine wielomiandéw o wspotczynnikach catkowitych. Zdefiniujmy
na W relacje
W~V < WiV maja ten sam stopien.
a) Upewnij sie, ze jest to relacja réwnowaznosci.
b) Wyznacz klase abstrakeji wielomianu W (X) = 3X3 + 2X? — X + 13.

¢) Wyznacz zbior ilorazowy.

Zad. 2 Powtoérz polecenia z poprzedniego zadania dla relacji zdefiniowanej przez
W~V << W(0)=V(0).

Sprobuj wymyslié inne relacje rownowaznosci okreslong na W.
Zad. 3 Na N okredlamy relacje rownowazno$ci w nastepujacy sposoéb:
n~m <= JkeN oF 1 5% 52 liczbami naturalnymi nieparzystymi.

a) Sprawdz, ze ~ jest relacja rownowaznosci.
b) Znajdz [0]~, [1]~, [2]~ 1 [117]~.
¢) Wyznacz zbior ilorazowy relacji ~.

Zad. 4 Na rodzinie wszystkich podzbioréw N okreslamy relacje réwnowaznosci poprzez
A~ B <= Ai B saréwnoliczne.

Wyznacz zbiér ilorazowy tej relacji.
Pokaz, ze relacja = zdefiniowana przez

[Al~ 2 [Bl~ <= |A] <|B]

jest relacja liniowego porzadku na zbiorze ilorazowym P(N)/.. (Przypomnienie: |A| < |B|
oznacza, ze istnieje funkcja réznowartosciowa g: A — B.) Wyznacz element najmniejszy i
najwiekszy tego porzadku.

Zad. 5 Na zbiorze X okreglona jest relacja rownowaznosci ~ i relacja czesciowego porzadku

<. Ponizsze zdania odnosza sie do tych relacji. Zapisz je symbolicznie (nie postugujac sie
symbolem klasy abstrakeji i zbioru ilorazowego):

a) Istnieja dwa elementy nieporéwnywalne, ktore sa rownowazne.
b) Wszystkie elementy minimalne sa w jednej klasie abstrakc;ji.

c¢) Zbior ilorazowy X/~ ma jeden element.
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f

)
)
d) Zbior ilorazowy X /. ma co najmniej 3 elementy.
) Kazdy element maksymalny jest rownowazny z pewnym elementem minimalnym.
)

W pewnej klasie abstrakeji istnieje 3-elementowy taricuch.



Zad. 6 Dla jakich zbioréw X prawdziwe jest nastepujace zdanie?
Nie istnieje wtasciwy podzbiér X réwnoliczny z X.

Zad. 7 Wykonaj polecenia:

a) Napisz wzorem funkcje réznowartosciowa f: (N x N) — N. (Uwaga: funkcja nie musi by¢
“na”. Przypomnij sobie Hotel Hilberta.)

b) Pokaz, ze istnieje funkcja roznowartosciowa g: Qt — (Nx N). (Uwaga: QT oznacza zbior
dodatnich liczb wymiernych).

¢) Positkujac sie (b), pokaz, ze istnieje funkcja réznowartosciowa h: Q — Z x N.

d) Udowodnij, ze jesli A~ BiC ~ D, to (AxC) ~ (Bx D). W szczeg6lnosci Z x N ~ NxN.

e) Positkujac sie (a), (c) i (d) pokaz, ze |Q| < |NJ.

Zad. 8 (*) Pokaz, ze jezeli |A| < |B|i |B| < |A|, to A~ B.

Zad. 9 (*) Nieskoriczony zbior krasnoludkéow zostaly ponumerowany liczbami naturalnymi,
ustawiony w rzad zgodnie z ta numeracja i ubrany w czapeczki dwoch koloréw. Kazdy kra-
snoludek widzi jedynie towarzyszy, ktorzy stoja przed nim (Zerowy widzi wszystkich oprocz
siebie, Pierwszy wszystkich oprocz siebie i Zerowego, itd.). Zaden nie wie, jakiego koloru nosi
czapke. Nastepnie kazdy krasnoludek zostaje zapytany o kolor swojej czapki. Od tego, czy
odpowie trafnie, zalezy jego zycie. Jaka strategie powinny przygotowaé krasnale, aby uratowaé
jak najwieksza cze$¢é swojej grupy? Ilu krasnali da sie uratowaé? (Wskazowka: uzyj zbioru
ilorazowego relacji z zadania 8 z listy 9.)



