
WdM A - Lista 6 (¢wiczenia 15 IV 2016)

�w. 1 Naszkicuj w ukªadzie wspóªrz¦dnych wykresy nast¦puj¡cych funkcji zdaniowych (o

zakresach b¦d¡cych zbiorem liczb rzeczywistych).

a) p(x, y) = ∃t > 0 x+ t = y,

b) p(x, y) = ∃t ∈ R y = t · x,
c) p(x, y) = ∀t ∈ R y = t · y,
d) p(x, y) = ∃t ∈ R x = 2t ∧ y = 3t,

e) p(x, y) = ∀t ∈ R x = 2t =⇒ y = 2t,

f) p(x, y) = ∃t > 0 x = 2t ∧ y = 3t,

g) p(x, y) = ∀t ∈ R x = 2t =⇒ y = 3t.

Wskazówka: mo»na zacz¡¢ od rozwa»enia kilku konkretnych par 〈x, y〉 i ustalenia, czy nale»¡

one do wykresu, czy nie.

W ka»dym przypadku zaznacz na osi Ox lub Oy wykres funkcji ∃x p(x, y) i ∃y p(x, y).

Zad. 2 Udowodnij lub obal poni»sze stwierdzenia (staraj si¦ jednak nie wykona¢ obydwu

polece« na raz). Zapisz je symbolicznie i przeanalizuj ich struktur¦. Dowody staraj si¦ prowadzi¢

posªuguj¡c si¦ naturalnym j¦zykiem.

a) Zaªó»my, »e A i B s¡ zbiorami. Wtedy istnieje zbiór C taki, »e C ⊆ A oraz B ⊆ C.

b) Zaªó»my, »e A jest podzbiorem B. Wtedy istnieje zbiór C taki, »e B = A∪C oraz A i C
s¡ rozª¡czne.

c) Zaªó»my, »e A i B s¡ rozª¡cznymi zbiorami. Wtedy ka»dy podzbiór C zbioru A jest

rozª¡czny ze zbiorem B.

d) Istniej¡ zbiory A i B takie, »e ka»dy nadzbiór A jest podzbiorem B.

e) Istnieje zbiór rozª¡czny z ka»dym podzbiorem liczb naturalnych.

f) Zaªó»my, »e n i m s¡ liczbami caªkowitymi. Wtedy istniej¡ liczby caªkowite k i l takie, »e
n jest sum¡, a m ró»nic¡ liczb k i l.

g) Niech x b¦dzie dowoln¡ liczb¡ rzeczywist¡ wi¦ksz¡ od 1. Wtedy ka»da liczba rzeczywista

y mniejsza od x jest mniejsza od x2.

h) Istniej¡ trzy ró»ne liczby caªkowite takie, »e ab = bc.

i) Iloczyn liczby wymiernej i niewymiernej jest niewymierny.

Zad. 3 Wyznacz zbiory
⋃

n∈I An oraz
⋂

n∈I An, je»eli

a) An = (−∞, n), I = N,
b) An = (−∞, n), I = Z,
c) An = (n−1n , 2n−1n ), I = N \ {0},
d) An = [2 + (−1)n

n , 4− (−1)n
n ), I = N \ {0},

e) An = {〈x, y〉 ∈ R2 : x ≤ n · y}, I = N.

Wskazówka: naszkicuj najpierw An dla paru wybranych n.



Zad. 4 Dla ustalonego k ∈ N wyznacz

∞⋃
n=1

(
k − n

2
, k +

n

2

)
oraz

∞⋂
n=1

(
k − n

2
, k +

n

2

)
a nast¦pnie

∞⋂
k=0

∞⋃
n=1

(
k − n

2
, k +

n

2

)
oraz

∞⋃
k=0

∞⋂
n=1

(
k − n

2
, k +

n

2

)
.

Zad. 5 Wyka», »e dla ka»dych rodzin zbiorów (An)n∈N i (An,k)n,k∈N zachodzi

a) (
⋃

n∈NAn)
c =
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n,

b) (
⋂
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n,

c)
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⋃

k∈NAn,k =
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k∈N
⋃

n∈NAn,k,

d)
⋃

n∈N
⋂

k∈NAn,k ⊆
⋂

k∈N
⋃

n∈NAn,k.

Wskazówka: posªu» si¦ de�nicj¡ i odpowiednim prawem rachunku kwanty�katorów.

Poka», »e nie zawsze zachodzi ⋃
n∈N

⋂
k∈N

An,k =
⋂
k∈N

⋃
n∈N

An,k.

Zad. 6 (*) Zaªó»my, »e k > n i danych jest k ró»nych niepustych podzbiorów A1, A2, . . . , Ak

zbioru {1, . . . , n}. Poka», »e istniej¡ dwa rozª¡czne niepuste zbiory indeksów I, J ⊆ {1, . . . , k}
takie, »e ⋃

i∈I
Ai =

⋃
j∈J

Aj .

Zad. 7 (*) Poka», »e je»eli A0 ⊇ A1,⊇ . . . i B0 ⊇ B1 ⊇ . . . , to⋂
n∈N

An ∪Bn =
⋂
n∈N

An ∪
⋂
n∈N

Bn.


