WdM - Lista 5a (dodatkowa) (4 IV 2018)

Udowodnij nastepujace fakty
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Zad.

Jezeli x jest liczba rzeczywista, to —z2 4+ 2z — 1 < 10.
Jezeli s it sa liczbami wymiernymi i ¢ # 0, to liczba § jest wymierna.
Jezeli a, b i c sa liczbami catkowitymi oraz alb i blc, to alc.

Jezeli n i m sg nieparzystymi liczbami naturalnymi, to n-m jest nieparzysta liczba natu-
ralng.

Niech x € Z. Woéwczas liczba 11x — 7 jest nieparzysta doktadnie wtedy, gdy liczba x jest
parzysta.

Cieciwa kota nie moze by¢ dtuzsza od jego srednicy.
Istnieje jedyna liczba catkowita x taka, ze x2 + % = %x

Dla kazdej liczby rzeczywistej r > 2 istnieje taka liczba rzeczywista y, ze

Jedli a, b, ¢ sa kolejnymi liczbami naturalnymi, to a + b + ¢ jest podzielne przez 3.
Jesli a, b, c s3 kolejnymi liczbami naturalnymi, to a® + b2 + ¢? 4 1 jest podzielne przez 3.

Jedli prosta p jest réwnolegta do ¢, a prosta ¢ jest réwnolegta do r, to p jest réwnolegta
do r.

1 Udowodnij lub obal ponizsze twierdzenia (staraj si¢ jednak nie wykonaé¢ obydwu

poleceri naraz). Postaraj sie przejrzyscie sformutowaé krotki dowod. W kazdej sytuacji ocen,
czy mamy do czynienia ze stwierdzeniem uniwersalnym czy egzystencjalnym.

Zad.

Niech A bedzie zbiorem. Jesli AN B = () dla dowolnego zbioru B, to A = ().
Dla kazdego niepustego zbioru A istnieje zbiér B taki, ze AU B = 0.

Istniejg trzy rozne liczby catkowite a, b, ¢ takie, ze a® = b°.

lloczyn liczby wymiernej i niewymiernej jest liczba niewymierna.

Dla kazdej liczby naturalnej z istnieje liczba naturalna y taka, ze z < y < z2.

2 Ocent ponizszy dowdd:

Twierdzenie: Kazda parzysta liczba catkowita jest suma dwdch nieparzystych liczb catkowitych.
Dowéd: Zalézmy, ze x i y sa liczbami catkowitymi nieparzystymi. Wéwczas x = 2k+1iy = 2[+1
dla pewnych k,l € Z. Wobec tego x+y = (2k+1)+ (2l+1) =2(k+1+1). Poniewaz k+1+1
jest liczba catkowita, wiec liczba x + y jest parzysta, co koticzy dowdd.



Zad. 3  Oceri ponizszy dowod:

Twierdzenie: Jesli x jest liczba niewymierng, a y liczbg wymierng, to z = x — y jest liczba
niewymierng.

Dowdd: Przypusémy nie wprost, ze liczba 2 = x — y jest wymierna. Wobec tego z = ¢ dla
pewnych a,b € Z i b # 0. Poniewaz v/2 jest liczbg niewymierna, wiec niech z = v/2. Skoro
y € Q, toy = 5 dla pewnych ¢,d € Zid # 0. Zatem

¢ a ad-+be

Poniewaz ad + bc i bd s liczbami catkowitymi i bd # 0, wiec v/2 jest liczba wymierna, sprzecz-
nosc.

Wskazowki:
o Okresl doktadnie zalozenia i teze.
e Przypomnij sobie definicje wszystkich poje¢ wystepujacych w sformutowaniu twierdzenia.
e Przyjrzyj sie uwaznie tezie. Musisz zrozumieé, co jest celem dowodu.

o Uzywaj prozy, np. takich wyrazen, jak ,zatem”, wiec”, ,czyli“, ;wéwczas”, ,z tego wynika,

ze”.

e Jezeli w dowodzie pojawia si¢ nowe oznaczenie, nalezy je wprowadzi¢ (kazdy aktor wcho-
dzgcy na scene dowodu musi zostaé przedstawiony, jak mawiali klasycy).

e Najlepiej pisaé kolejne kroki dowodu jeden pod drugim, piszac wyraznie, z czego aktualnie
korzystasz (definicji, zalozenia, znanego faktu).

e Dowdd powinien byé zapisany zdaniami w jezyku polskim. Nie nalezy rozpoczynaé¢ zdania
od symbolu/wzoru, rézne symbole/wzory powinny by¢ oddzielone stowami.

Przestrogi. Tych metod dowodowych raczej nie powinno sie stosowac:

e Przez zaprzeczenie zalozenia.

e Przez zalozenie tezy.

e Przez rozwazenie przypadkow i zbagatelizowanie kazdego z nich.
e Przez oglad (Jak widaé. . .).

e Przez autorytet (Na pewno tak bedzie.).

e Przez przymus (1o musi byé prawdg.).

e Przez sztuciec (A nuz wyjdzie.).

e Na afere (na poczatku zalozenie, w §rodku afera, na koricu teza).
e Metoda psychodeliczna (przez naduzycie symboli).

e Metoda ezoteryczna (Intuicyjne czujemy, ze ... ).

e Metoda optymistyczna (jest dobrze, bo jest dobrze - zaktadamy zatozenie; poniewaz jest
ono prawdziwe, to teza tez).



