
WdM - Lista 5a (dodatkowa) (4 IV 2018)

Udowodnij nast¦puj¡ce fakty

a) Je»eli x jest liczb¡ rzeczywist¡, to −x2 + 2x− 1 < 10.

b) Je»eli s i t s¡ liczbami wymiernymi i t 6= 0, to liczba s
t jest wymierna.

c) Je»eli a, b i c s¡ liczbami caªkowitymi oraz a|b i b|c, to a|c.

d) Je»eli n i m s¡ nieparzystymi liczbami naturalnymi, to n ·m jest nieparzyst¡ liczb¡ natu-
raln¡.

e) Niech x ∈ Z. Wówczas liczba 11x− 7 jest nieparzysta dokªadnie wtedy, gdy liczba x jest
parzysta.

f) Ci¦ciwa koªa nie mo»e by¢ dªu»sza od jego ±rednicy.

g) Istnieje jedyna liczba caªkowita x taka, »e x2 + 3
2 = 5

2x.

h) Dla ka»dej liczby rzeczywistej r > 2 istnieje taka liczba rzeczywista y, »e

y =
r

2− r
.

i) Je±li a, b, c s¡ kolejnymi liczbami naturalnymi, to a+ b+ c jest podzielne przez 3.

j) Je±li a, b, c s¡ kolejnymi liczbami naturalnymi, to a2 + b2 + c2 + 1 jest podzielne przez 3.

k) Je±li prosta p jest równolegªa do q, a prosta q jest równolegªa do r, to p jest równolegªa
do r.

Zad. 1 Udowodnij lub obal poni»sze twierdzenia (staraj si¦ jednak nie wykona¢ obydwu
polece« naraz). Postaraj si¦ przejrzy±cie sformuªowa¢ krótki dowód. W ka»dej sytuacji oce«,
czy mamy do czynienia ze stwierdzeniem uniwersalnym czy egzystencjalnym.

• Niech A b¦dzie zbiorem. Je±li A ∩B = ∅ dla dowolnego zbioru B, to A = ∅.

• Dla ka»dego niepustego zbioru A istnieje zbiór B taki, »e A ∪B = ∅.

• Istniej¡ trzy ró»ne liczby caªkowite a, b, c takie, »e ab = bc.

• Iloczyn liczby wymiernej i niewymiernej jest liczb¡ niewymiern¡.

• Dla ka»dej liczby naturalnej x istnieje liczba naturalna y taka, »e x < y < x2.

Zad. 2 Oce« poni»szy dowód:

Twierdzenie: Ka»da parzysta liczba caªkowita jest sum¡ dwóch nieparzystych liczb caªkowitych.
Dowód: Zaªó»my, »e x i y s¡ liczbami caªkowitymi nieparzystymi. Wówczas x = 2k+1 i y = 2l+1
dla pewnych k, l ∈ Z. Wobec tego x+ y = (2k+1)+ (2l+1) = 2(k+ l+1). Poniewa» k+ l+1
jest liczb¡ caªkowit¡, wi¦c liczba x+ y jest parzysta, co ko«czy dowód.



Zad. 3 Oce« poni»szy dowód:

Twierdzenie: Je±li x jest liczb¡ niewymiern¡, a y liczb¡ wymiern¡, to z = x − y jest liczb¡
niewymiern¡.
Dowód: Przypu±¢my nie wprost, »e liczba z = x − y jest wymierna. Wobec tego z = a

b dla

pewnych a, b ∈ Z i b 6= 0. Poniewa»
√
2 jest liczb¡ niewymiern¡, wi¦c niech x =

√
2. Skoro

y ∈ Q, to y = c
d dla pewnych c, d ∈ Z i d 6= 0. Zatem

√
2 = x = y + z =

c

d
+

a

b
=

ad+ bc

bd
.

Poniewa» ad+ bc i bd s¡ liczbami caªkowitymi i bd 6= 0, wi¦c
√
2 jest liczb¡ wymiern¡, sprzecz-

no±¢.

Wskazówki:

• Okre±l dokªadnie zaªo»enia i tez¦.

• Przypomnij sobie de�nicje wszystkich poj¦¢ wyst¦puj¡cych w sformuªowaniu twierdzenia.

• Przyjrzyj si¦ uwa»nie tezie. Musisz zrozumie¢, co jest celem dowodu.

• U»ywaj prozy, np. takich wyra»e«, jak �zatem�, �wi¦c�, �czyli�, �wówczas�, �z tego wynika,
»e�.

• Je»eli w dowodzie pojawia si¦ nowe oznaczenie, nale»y je wprowadzi¢ (ka»dy aktor wcho-

dz¡cy na scen¦ dowodu musi zosta¢ przedstawiony, jak mawiali klasycy).

• Najlepiej pisa¢ kolejne kroki dowodu jeden pod drugim, pisz¡c wyra¹nie, z czego aktualnie
korzystasz (de�nicji, zaªo»enia, znanego faktu).

• Dowód powinien by¢ zapisany zdaniami w j¦zyku polskim. Nie nale»y rozpoczyna¢ zdania
od symbolu/wzoru, ró»ne symbole/wzory powinny by¢ oddzielone sªowami.

Przestrogi. Tych metod dowodowych raczej nie powinno si¦ stosowa¢:

• Przez zaprzeczenie zaªo»enia.

• Przez zaªo»enie tezy.

• Przez rozwa»enie przypadków i zbagatelizowanie ka»dego z nich.

• Przez ogl¡d (Jak wida¢. . . ).

• Przez autorytet (Na pewno tak b¦dzie.).

• Przez przymus (To musi by¢ prawd¡.).

• Przez sztuciec (A nu» wyjdzie.).

• Na afer¦ (na pocz¡tku zaªo»enie, w ±rodku afera, na ko«cu teza).

• Metod¡ psychodeliczn¡ (przez nadu»ycie symboli).

• Metod¡ ezoteryczn¡ (Intuicyjne czujemy, »e . . . ).

• Metod¡ optymistyczn¡ (jest dobrze, bo jest dobrze - zakªadamy zaªo»enie; poniewa» jest
ono prawdziwe, to teza te»).


