ALGEBRA 1, Lista 6

Konwersatorium 24.11.2017, Konwersatorium 27.11.2017 i Cwiczenia 29.11.2017.

0S. Material teoretyczny: Dzielnik normalny (podgrupa normalna). Grupa ilorazowa, homomor-
fizm ilorazowy i zasadnicze twierdzenie o homomorfizmie grup. Produkt grup: definicja, wtas-
nosci, przyktady. Twierdzenie o produkcie wewnetrznym podgrup grupy. Skoriczone grupy
abelowe jako produkty grup cyklicznych: rozpoznawanie ich izomorficznosci.

1. Czy ponizsze podgrupy H < G sa dzielnikami normalnymi?

(a)S H=27Z, G=R,+).

(b)S H = {id, Oy /2, 0x, 03,2}, G = Dy.

(c)S H ={id, S}, G = Dy, gdzie S jest dowolna symetria osiowa z Dy.
(d)S H={id,0;}, G = D,.

(e)K H =((1,2,3)), G=5s.

(HOK H =((1,2,3)), G = 5;4.

2. W grupie ilorazowej G/H wyznaczy¢ rzad elementu a + H, gdzie:

(a)K G=(Q,+), H=(Z,+), a=3;

(b)S G=(Q,+), H=(3Z,+), a=3;

(©)S G = (Z12,+12), H={0,3,6,9}, a =5;
(DK G = (R,+), H=(Q,+), a=V2.

3K. Niech (A4, +) bedzie grupa przemienna i k € INso. Definiujemy:
kA = {kx | x € A}
(kx =z + ...+ z, gdzie x dodajemy do siebie k razy). Udowodni¢, ze kA jest podgrupa A.
4K. Zatozmy, ze k|n. Udowodni¢, ze:

(a) istnieje jedyny homomorfizm ¢ : Z,, — Z, , taki, ze p(1) = 1;

(b) dla homomorfizmu ¢ powyzej mamy

ker(p) = (n/k) = (n/k)Zn = Zy;

(¢) Zin) 320 = Ly )g;-
5S. Znalez¢ k € Ny, takie ze:
(a) Z12/3Z12 = Zk,
(b) Zs/6Zs = Z,
(C) Z12/5Z12 = Zk
6. Czy nastepujace grupy sa cykliczne?
Z3,+3) x (Zs,+6);
Z3,43) X (L4, +4);



10.
11.
12.

13.

Rozwazamy grupy G, H oraz dzielnik normalny K < G. W kazdym z ponizszych przypadkdéw
udowodnié¢, ze G/K = H (wskaza¢ epimorfizm f : G — H taki, ze ker(f) = K i skorzystac z
zasadniczego twierdzenia o homomorfizmie grup).

(a) G (C\{O} ), K=8'={2€C| [z =1}, H=(Rs0,).
(b) G = (R?,+), K =Lin{(1,2)}, H = (R, +).

(c) G = (C\{O} ), K ={1,-1,i,—i}, H=(C\{0},").

(d) G =(R\{0},-), K={1,-1}, H=(R>0,").

(e) G=(Z,+) x (Z,+), K ={(z,z) | x € Z}, H = (Z,+).

. Niech G bedzie grupa cykliczng i H dzielnikiem normalnym w G. Udowodni¢, ze grupa G/H

jest cykliczna.

. Mamy funkcje

fr@®A44) = (Ro+),  flz,y) =4z — 2y,

ktora jest epimorfizmem grup (a nawet przestrzeni liniowych).

(a) Znalez¢ ker(f).

(b) Wskaza¢ podgrupe H < (R?,+) taka, ze (R?,+) jest produktem wewnetrznym podgrup
ker(f) i H (w szcezegolnosci: (R%,+) = ker(f) x H).

Cry istnieje H < (Q,+) taka, ze (Q,+) jest produktem wewnetrznym podgrup Z i H?

Czy istnieje H < (Z,+) taka, ze (Z,+) jest produktem wewnetrznym podgrup 3Z i H?

Czy grupa Ss jest izomorficzna z produktem G x H dla pewnych nietrywialnych grup G i H?
Sprawdzi¢, czy nastepujace grupy sa izomorficzne:

(a) Zos X Zsg i Zag X Zs;
(b) Zio1 X Zo i Zieg X Zs;
(C) Zg X Zg X Z5 X Z7 i Z315.



