
ALGEBRA 1, Lista 10

�wiczenia 8.01.2026 i Konwersatorium 15.01.2026.

0S. Materiaª teoretyczny: Funkcja i twierdzenie Eulera. Pier±cienie wielomianów: de�nicja,
podstawowe wªasno±ci (stopie« wielomianu, R: dziedzina ⇒ R[X]: dziedzina). Wielo-
miany a funkcje wielomianowe. Homomor�zm ewaluacji w punkcie. Podpier±cienie.
Ciaªo uªamków dziedziny: konstrukcja i podstawowe wªasno±ci.

1S. Znale¹¢ nast¦puj¡ce warto±ci funkcji Eulera:

φ(210), φ(384), φ(900).

2K. Czy nast¦puj¡ce podzbiory Z[X] s¡ podpier±cieniami (z 1?) Z[X]?
(a) Zbiór wielomianów, których wyraz wolny jest podzielny przez 7.
(b) Zbiór wielomianów, których suma wspóªczynników jest równa 0.
(c) Zbiór wielomianów, w których wspóªczynnik przy X jest równy 0.

3K. Udowodni¢, »e:
(a) je±li R jest podpier±cieniem ciaªa K, takim »e dla ka»dego x ∈ K istniej¡ y, z ∈ R,

takie »e x = yz−1, to wtedy K jest izomor�czne z ciaªem uªamków R;
(b) ciaªo Q jest izomor�czne z ciaªem uªamków pier±cienia R, gdzie R jest dowolnym

podpier±cieniem z 1 ciaªa Q;
(c) zbiór

Q[i] := {a+ bi ∈ C | a, b ∈ Q}
jest podpier±cieniem C i pier±cie« Q[i] jest ciaªem;

(d) ciaªo Q[i] jest izomor�czne z ciaªem uªamków pier±cienia Z[i];
(e) ciaªo Q(X) jest izomor�czne z ciaªem uªamków pier±cienia Z[X].

4. Czy nast¦puj¡ce podzbiory Z[X] s¡ podpier±cieniami (z 1?) Z[X]?
(a) {h ∈ Z[X] | 5 dzieli h(5)}.
(b) Zbiór wielomianów, w których wspóªczynniki przy nieparzystych pot¦gach X s¡

równe 0.
(c) {2f + (X2 + 1)g ∈ Z[X] | f, g ∈ Z[X]}.
(d) {Xf + (X2 + 1)g ∈ Z[X] | f, g ∈ Z[X]}.

5. Niech k ∈ Z oraz

Z(k) :=
{ n

m
∈ Q | n,m ∈ Z oraz k ∤ m

}
.

Dla jakich liczb k zbiór Z(k) jest podpier±cieniem Q?
6. Znale¹¢ wszystkie homomor�zmy pier±cieni φ : Z[X] → Z (wskazówka: φ(1) = 1).
7. Pokaza¢, »e

S =

{[
a b
−b a

]
| a, b ∈ R

}
jest podpier±cieniem pier±cieniaM2(R), który jest izomor�czny z ciaªem liczb zespolonych
C.

8. Poda¢ przykªad f, g ∈ Z4[X] \ {0}, takich »e fg ̸= 0 oraz:

deg(fg) < deg(f) + deg(g).


