ALGEBRA 1, Lista 10

Cwiczenia 8.01.2026 i Konwersatorium 15.01.2026.
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Material teoretyczny: Funkcja i twierdzenie Eulera. Pierécienie wielomianéw: definicja,
podstawowe wlasnosci (stopiei wielomianu, R: dziedzina = R[X]: dziedzina). Wielo-
miany a funkcje wielomianowe. Homomorfizm ewaluacji w punkcie. Podpierscienie.
Ciato utamkow dziedziny: konstrukcja i podstawowe wlasnosci.

Znalez¢ nastepujace wartosci funkcji Eulera:

©(210), ©(384), ©(900).

Czy nastepujace podzbiory Z[X]| sa podpierscieniami (z 17) Z[X]?

(a) Zbiér wielomianow, ktorych wyraz wolny jest podzielny przez 7.

(b) Zbior wielomianow, ktorych suma wspotezynnikow jest rowna 0.

(c) Zbior wielomianow, w ktorych wspotezynnik przy X jest rowny 0.
Udowodnié¢, ze:

(a) jesli R jest podpierscieniem ciala K, takim ze dla kazdego = € K istnieja y, z € R,

takie ze x = y27!, to wtedy K jest izomorficzne z cialem ulamkow R;
(b) cialo @ jest izomorficzne z ciatem utamkow pierscienia R, gdzie R jest dowolnym
podpierscieniem z 1 ciala Q;
(c) zbior
Q] ={a+bicC|abeQ}
jest podpierscieniem C i pierscien Q[i] jest ciatem;

(d) cialo Q[i] jest izomorficzne z ciatem ulamkow pierscienia Z.[i];

e) cialo Q(X) jest izomorficzne z cialem utamkow pierscienia Z[X].
zy nastepujace podzbiory Z[X] sa podpierscieniami (z 17) Z[X]?

) {h € Z[X] | 5 dzieli h(5)}.

) Zbior wielomianow, w ktorych wspotezynniki przy nieparzystych potegach X sa

rowne 0.

() {2/ + (X? + Vg € Z[X] | f,9 € Z[X]}.
(@) {Xf+(X2+1)g € Z[X] | .9 € ZIX]}.

. Niech k£ € Z oraz

Ly = {%€Q|n,m€Z0raz kfm}

Dla jakich liczb k zbiér Z, jest podpierscieniem Q7
Znalez¢ wszystkie homomorfizmy pierscieni ¢ : Z[X] — Z (wskazowka: o(1) = 1).

Pokazac, ze
sz{[ab b} |a,beR}
—-b a

jest podpierscieniem pierscienia My(R), ktory jest izomorficzny z cialem liczb zespolonych
C.
Poda¢ przyktad f,g € Z4[X] \ {0}, takich ze fg # 0 oraz:

deg(fg) < deg(f) + deg(g).



