
ALGEBRA 1, Lista 3

Konwersatorium 16.10.2025, �wiczenia 21.10.2025.

0S. Materiaª teoretyczny: rz¡d elementu grupy, podgrupa generowana przez podzbiór lub
element grupy. Grupa cykliczna: de�nicja i klasy�kacja z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu.
Mno»enie permutacji w postaci dwuwierszowej i w postaci iloczynu cykli. Permutacja
odwrotna. Rozkªad permutacji na cykle rozª¡czne. Inwersja w permutacji i transpozy-
cja. Permutacje parzyste i nieparzyste. Znak permutacji.

1S. Dana jest grupa G.
(a) Zaªó»my, »e a ∈ G i aa = a. Udowodni¢, »e a = e.
(b) Zaªó»my, »e a, b ∈ G i ab = e. Dowie±¢, »e wtedy ba = e (wi¦c b = a−1).

2S. Niech k ∈ N>0 i kZ = {kn : n ∈ Z}. Udowodni¢, »e:
(a) zbiór kZ jest podgrup¡ grupy (Z,+);
(b) (kZ,+) ∼= (Z,+).

3S. Rozªo»y¢ permutacj¦ σ =

(
1 2 3 4 5 6 7
5 4 6 7 1 3 2

)
na iloczyn cykli rozª¡cznych. Jaki

jest znak tej permutacji? Zapisa¢ permutacj¦ σ−1 w postaci tabularycznej i jako iloczyn
cykli rozª¡cznych.

4K. Zaªó»my, »e f : G → H jest homomor�zmem grup, g ∈ G i n ∈ Z. Udowodni¢, »e:
(a) f(gn) = (f(g))n;
(b) je±li f jest ró»nowarto±ciowy, to ordG(g) = ordH(f(g));
(c) je±li ordG(g) = k jest sko«czony, to gn = e wtedy i tylko wtedy, gdy k|n.

5K. Pi¦tnastka to nast¦puj¡ca ukªadanka: w ramce z miejscami na 16 kostek umieszczone
jest 15 kostek z liczbami od 1 do 15, jedno miejsce pozostaje wolne. W pojedynczym
ruchu mo»na przesuwa¢ poziomo lub pionowo kostk¦ na wolne miejsce, z miejsca s¡sied-
niego. Udowodni¢, »e w ten sposób z ukªadu:

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15

nie mo»na w »adnej liczbie ruchów przej±¢ do ukªadu:

1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11
12 13 14 15

6. Wyznaczy¢ rz¦dy nast¦puj¡cych permutacji z Sn, gdzie n ⩾ 7:
(a) (1, 2)(4, 5, 6, 7);
(b) (1, 2, 3)(4, 5);
(c) σ ◦ τ , gdzie σ to cykl dªugo±ci k, τ to cykl dªugo±ci l oraz cykle te s¡ rozª¡czne.

7. Zaªó»my, »e H jest nietrywialn¡ podgrup¡ grupy (Z,+) (tzn. H ̸= {0}).
(a) Udowodni¢, »e istnieje liczba dodatnia, która nale»y do H.
(b) Niech k b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ dodatni¡ nale»¡c¡ do H. Udowodni¢ najpierw,

»e kZ ⊆ H i nast¦pnie udowodni¢, »e kZ = H.
Wywnioskowa¢ st¡d, »e ka»da podgrupa grupy (Z,+) jest postaci kZ dla pewnego
k ∈ N.



8. Zaªó»my, »e grupa G jest sko«czona. Udowodni¢, »e G jest cykliczna wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje a ∈ G taki, »e ord(a) = |G|.

9. Udowodni¢, »e ka»da podgrupa grupy cyklicznej jest cykliczna.
10. Doskonaªe tasowanie zbioru 2n kart do gry to permutacja:(

1 2 3 . . . n n+ 1 n+ 2 . . . 2n
2 4 6 . . . 2n 1 3 . . . 2n− 1

)
.

Jaka jest najmniejsza liczba doskonaªych tasowa« 52 kart, po której karty s¡ w wyj±-
ciowym ukªadzie? Jaka jest ta liczba dla 50 kart?

11. Dla wielomianuW (x1, x2, x3, x4) i permutacji σ ∈ S4 de�niujemy wielomianW σ(x1, x2, x3, x4)
wzorem:

W σ(x1, x2, x3, x4) = W
(
xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4)

)
.

Niech GW = {σ ∈ S4 : W = W σ} (GW jest zawsze pewn¡ podgrup¡ S4). Wyznaczy¢
GW dla nast¦puj¡cych wielomianów:
(a) (x1 + x2)(x3 + x4);
(b) (x1 − x2)(x3 − x4);
(c) (x1 − x2)

2 + (x2 − x3)
2 + (x3 − x4)

2 + (x4 − x1)
2.
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