ALGEBRA 1, Lista 6

Konwersatorium 27.11.2025, Cwiczenia 25.11.2025.

0S. Materiat teoretyczny: Grupa ilorazowa, homomorfizm ilorazowy i zasadnicze twierdzenie
o homomorfizmie grup. Produkt grup: definicja, wtasnosci, przyktady. Twierdzenie o
produkcie wewnetrznym podgrup grupy.
1S. Znalezé¢ k € N takie, ze:
(&) Z1o/3712 = Zy;
(b) Zs/6Zs = Zy;
(C) Z12/5Z12 = Zk
2. Czy nastepujace grupy sa cykliczne?
(2)S (Zs, +3) % (Zs, +s);
(b)S (Zs, +3) X (Za, +4);
(K (Z,+) x (Zy,+);
(K (Z,+) x (Z, +).
3K. Zalozmy, ze k,n € N.qg oraz k|n. Udowodnié, ze:
(a) istnieje jedyny homomorfizm ¢ : Z,, — Zj, taki ze p(1) = 1;
(b) dla homomorfizmu ¢ z punktu (a) powyzej mamy:

ker(p) = (k) = kZ, = Zin;

(¢) Zn /K20, = 7y,
4. W gruple 1loraz0vveJ G/H wyznaczy¢ rzad elementu a + H, gdzie:
(a) G=(Q,+), H=(Z,+), a=3;
(b) (Zlg, +12), H - {0, 3, 6, 9}, a = 5
(c) G=(Q+), H=(3Z,+), a=3;
(dy G=(R,+), H=(Q,+), a= V2.
5. Rozwazamy grupy G, H oraz dzielnik normalny K <G. W kazdym z ponizszych przy-
padkow udowodni¢, ze G/K = H (wskazaé¢ epimorfizm f: G — H, taki ze ker(f) = K
1 skorzystaé z zasadniczego twierdzenia o homomorfizmie grup).
(a) G (@\{0} ), K=58"={2€C]| |z =1}, H=(Rso,")
(b) G ( +), K =Lin{(1,2)}, H = (R, +).
(d) G = (R\{O} ) K={1,-1}, H=(Rs,").
() G=(Z,+) x (Z,+), K={(z,z) |z € Z}, H=(Z,+).
6. Mamy funkCJQ

frB4) = (R, +), f(z,y) =4z - 2y;
ktora jest epimorfizmem grup (a nawet przestrzeni liniowych).
(a) Znalez¢ ker(f).
(b) Wskaza¢ podgrupe H < (R? +), taka ze (R? +) jest produktem wewnetrznym
podgrup ker(f) i H (w szczegdlnosci: (R?, +) = ker(f) x H).
7. Czy istnieje H < (Q,+), taka ze (Q,+) jest produktem wewnetrznym podgrup Z i H?

8. Czy grupa Sj jest izomorficzna z produktem G x H dla pewnych nietrywialnych grup
GiH?



