
ALGEBRA 1B, Lista 6

Niech n,m ∈ N>0 oraz G i H b¦d¡ grupami.
1. Niech H 6 G. Udowodni¢, »e H 6 N(H) 6 G.

2. Niech ϕ : G → Aut(H) b¦dzie dziaªaniem. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne:

(a) H oϕ G jest przemienna.
(b) H i G s¡ przemienne oraz dziaªanie ϕ jest trywialne.

3. Niech H1 P H, G1 P G. Udowodni¢, »e H1 ×G1 P H ×G oraz
(H ×G)/(H1 ×G1) ∼= (H/H1)× (G/G1).

4. Udowodni¢, »e je±li n i m s¡ wzgl¦dnie pierwsze, to Zn ×Zm
∼= Znm.

5. Zaªó»my, »e |G| = pq, gdzie p, q s¡ pierwsze i p < q. Udowodni¢, »e:

(a) G ∼= Zq oZp.
(b) Je±li p nie dzieli q − 1, to G ∼= Zpq.
(c) Je±li p dzieli q − 1, to istnieje nieprzemienna grupa rz¦du pq.

6. Niech Ψ : G → H b¦dzie epimor�zmem. Zaªó»my, »e istnieje ci¦cie Ψ,
tzn. homomor�zm s : H → G taki, »e Ψ ◦ s = idH . Udowodni¢, »e
G ∼= ker(Ψ)oH.

7. Znale¹¢ wszystkie p-podgrupy Sylowa Sp, gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡.
Wywnioskowa¢, »e (p− 1)! ≡ −1( mod p).

8. Niech A b¦dzie podgrup¡ Z. Udowodni¢, »e A = {0} lub A ∼= Z.

9. Znale¹¢ produkt grup cyklicznych, z którym izomor�czna jest grupa
Z3/〈(10, 11, 8), (4, 7, 4), (4, 4, 4)〉.

10. Zaªó»my, »e mamy a1, b1, . . . , ak, bk ∈ N takie, »e
Za1

p ×Za2

p2 × . . .×Zak

pk
∼= Zb1

p ×Zb2
p2 × . . .×Zbk

pk .

Udowodni¢, »e a1 = b1, . . . , ak = bk.

11. Sprawdzi¢, czy nast¦puj¡ce grupy s¡ izomor�czne:

(a) Z24 ×Z36 i Z48 ×Z18,
(b) Z21 ×Z40 i Z168 ×Z5,
(c) Z3 ×Z3 ×Z5 ×Z7 i Z315.

12* Opisa¢ z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu grupy rz¦du mniejszego od 12.
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