ALGEBRA HOMOLOGICZNA, WYKLAD 9

Twierdzenie 2 (czeié)

Jedli F' jest prawodokladny, to LoF = F'.
Jedli F jest lewodokladny, to R'F = F.
Dowdéd (dla prawodoktadnych)

Mamy rezolwente projektywna X,

o> P> P> X —0.
Wtedy
X = coker(P, —» By), LoF(X) = coker(F(P)— F(R)).
Ale F jest prawodokltadny, stad F' zachowuje kojadra. Czyli
Ly(F)(X) = coker(F(P,) — F(Py)) = F(coker(P, — Fy)) = F(X). O
Grupy Ext i rozszerzenia
Niech R bedzie pier§cieniem (przemiennym z 1) i M, N € Modp.
Rozszerzenie N przez M jest to ciag doktadny postaci
EF: 0O-=N—->X—-M-—=0.
Rozszerzenia E jest réwnowazne E',

E': 0N—=X' - M-=0,

(ozn. E = E'), gdy istnieje homomorfizm f : X — X' taki, ze nastepujacy
diagram jest przemienny

0 > N y X > M > 0
Lol e
0 s N » X! s M > 0

(f musi by¢ izomorfizmem z lematu o 5 (zadanie)).
Jasne jest, ze = jest relacja rownowaznosci.
Zauwazmy, ze jesli ciag doktadny

E: 0 — N iﬁ\X jﬁ\M — 0




rozszczepia sie poprzez g : M — X, to E jest rownowazny ciggowi doktad-
nemu sumy prostej poprzez

f:NeM-—X, f(n,m)=1i(n)+g(m).

Niech E; (M, N) oznacza zbiér wszystkich rozszerzen N przez M wydzielony
przez relacje =.

Twierdzenie (dowéd pézniej)
Ey (M, N) jest w bijekcji z ExthL (M, N).

Uwaga

Moze si¢ zdarzyé, ze X = X', ale E nie jest rtéwnowazny E’.

Zeby zauwazyé powyzsze policzymy Extl(Z/n,Z/m) (dla R-pierécienia i
a € R, R/a oznacza R/aR).

Jeszcze ogdlniej, wezmy pierscien R, a € R (zakladamy, ze a nie jest dziel-
nikiem 0) i R-modut M. Wtedy mamy projektywna rezolwente R/a

0 —+ R —— R — Rja —— 0

Obliczymy Ext"(R/a, M) liczac kohomologie kompleksu

M(.,q
0 —— Homg(R, M) *—“% Hompg(R,M) —— 0

Nastepujacy diagram jest przemienny

M.
0 —— Homg(R, M) 2% Homp(R, M) —— 0

! /| /|

0 —— M — M — 0,

gdzie f(¢) = 4(1).
Stad
M/aM jeslin=1

Ext™(R/aR, M) = { 0 jeslin > 1.

Czyli dla n, m € N mamy

Z|m
Ext'(Z/n,Z/m) = ~7Z :

xt! (&0, 2/m) = s =2 (n,m)

W szczegdlnoéci Ext!(Z/n, Z/n) = Z/n.

Ale np. dla n = 3 sa tylko (z dokladnoscia do izomorfizmu) dwie abelowe




grupy rzedu 9 (Z/91Z/3 @ Z/3), ale istnieja 3 nieréwnowazne rozszerzenia
73 przez Z]3.

Mozna pokazaé, ze dla R-noetherowskiego i X-skonczenie generowanego,
X =2 M @ N implikuje, ze rozszerzenie jest rozszczepialne.

Dowdéd twierdzenia
Definiujemy odwzorowanie

x : By(M,N) = Exth(M, N).
Dla rozszerzenia

E: 0 N 3 x —* M s 0

~

mamy z zadania 3 listy 7 (w, ktérym P, — M moze byé dowolnym kom-
pleksem acyklicznym), ze istnieje diagram przemienny

d2 d1 do

Py > Py y Py > M >
ool el ]
0 > N Ly X L s M >
Definiujemy
ker(h" (do) : H P,N H PN
V(E) = [o] € Xl (da) : Hom(Py, N) = Hom(Fy, V) _ g1 yp )

im(h" (d2) : Hom(Py, N) — Hom(P;, N))

Sprawdzamy, czy x(F) jest dobrze okreslone.

7 powyzszego diagramu, " (dy)(a) = ady = 0, czyli « € ker(hY (d2)).

Jesli mamy inne morfizmy o/, 5’ takie, ze powyzszy diagram jest przemienny,
to z zadania 6 z Listy 7 dostajemy s : Py — N takie, ze

a—ao =sd =hV(d))(s), stad [a] =[]

Czyli x jest dobrze okreslone na klasie rozszerzen.
Jest jasne, ze x zachowuje réwnowazno$é¢ rozszerzen (skladamy o z iden-
tycznoscia).

Pokazujemy, ze x jest “1-1”.



WeZmy dwa rozszerzenia

E:0 y N 4 x LM 0
[ for o Jaw ]
P, & p B, p b, N y 0
I P PR TV

E:0 sy N —— X 7 s M > 0

7

takie, ze x(F) = x(E'), czyli a — o' = d}(s) = sd; dla pewnego s : Py — N.
Poniewaz dj jest epimorfizmem i im(7) = ker(j), mamy X = im(¢) + im(f).
Definiujemy

v: X =X v(Bpo) +i(n)) = (B"+4's)(po) +i'(n).

Sprawdzamy, ze 7 jest dobrze okreslone.

B(po) +i(n) = B(po) +i(n)
B(po — po) = i(A —n)

Wtedy
Po — Po € ker(do) = 1m(d1),

stad istnieje p; € P, taki, ze di(p1) = po — po, a(p1) =n —n.
(8" +1's)(po — po) = (B'dy +4'sd1)(p1)
Ale sdy = a — o ii'd = B'dy, stad
B'dy +i'sdy = B'dy +i'(a— ) =i'a.
Dostajemy
(8" +1's)(po — po) = i'a(p1) =4 (A —n)
(8" +14's)(po) +1'(n) = (B"+1's)(po) +i' (7).

Czyli v jest dobrze okreslone (i oczywiscie jest homomorfizmem).
Sprawdzamy przemienno$¢ diagramu

0 >y N ', X j>M >
[ [
0 sy N L xt 2oy > 0 .

4



vi(n) = 4'(n) z definicji .
3v(B(po)+i(n)) = 5'(B'+4's)(po)+4'¢' (n) = 5B’ (po) = 7B(po) = j(B(po)+i(n)).
Stad E = E' i y jest “1-17.

Pokazujemy, ze x jest “na”.
Dla kocyklu f : P, — N (tzn. fdy = 0) definiujemy

X =Py J[ N := coker((f,—d1) : P, = Py @ N).
Py

Dostajemy i : N — X i z definicji kojadra dostajemy j : X — M takie, ze
mamy diagram przemienny, w ktérym dolny cigg jest dokladny

da d1

Py > Py > Py > M > 0
Loooel el |
0 — N X M — 0.
Cozyli [fl=x(F)dla E:0— N — X — M — 0 jak wyzej. O

do

Uwaga 1
W kategoriach abelowych mamy:

1. Produkt wtéknisty f : Y — X,g: Z — X, to
ker(fpy—gpz : Y®Z — X), gdzie py, pz s3 rzutowaniami na sktadniki
sumy prostej.

2. Koprodukt widknisty f: X =+ Y,g: X — Z, to
coker((f,—g): X - Y & Z).

3. Wyréwnywacz f: X - Y,g: X =Y, to ker(f — g).
4. Kowyréwnywacz f: X - Y,g: X — Y, to coker(f — g).

Uwaga 2
Dla n > 1, grupy Ext"(M, N) sa w bijekcji z klasami réwnowaznych rozsze-
rzen postaci

0= N=>X1=>Xo— =X, > M—=0.



