Piersécienie Dedekinda, Lista 7

Niech M i N beda R-modutami. Ciag homomorfizméw R-modutow
= My — Mgy — Migs — ...
jest doktadny, gdy dla kazdego ¢ mamy
im(M; — M) = ker(M; 41 — M;19).

1. Udowodnié, ze jesli M jest projektywny, to M jest ptaski, tzn. funktor
- ®@pr M jest doktadny, tzn. dla kazdego ciagu doktadnego R-modutow
0 — M; — My — M3 — 0, indukowany ciagg R-modutow

0> M@rM, - M Qr My — M Qr Mg — 0
jest doktadny.
2. Niech S C R bedzie podzbiorem multyplikatywnym. Udowodni¢, ze:
(a) Mg = Rs®p M (izomorfizm Rg-modutow),
(b) (M ®p N)s = Mg ®@pr, Ns = Mg ®g Ng.

3. Niech f : M — N bedzie homomorfizmem. Udowodni¢, ze f jest
monomorfizmem (epimorfizmem, izomorfizmem) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego P € Spec(R), fp : Mp — Np jest monomorfizmem
(epimorfizmem, izomorfizmem).

4. Zalozmy, ze (R, P) jest pierScieniem lokalnym i M jest skoriczenie gen-
erowany. Udowodnié¢ (korzystajac z tw. Cayley’a-Hamiltona), ze:

(a) Jesli PM = M, to M = {0} (Lemat Nakayamy).

(b) Jesli {my,...,m,} jest minimalnym zbiorem generatoréow M, to
{mi+PM,...,m,+PM} jest baza M /PM jako R/P-przestrzeni
liniowej.

(c) Istnieje wolny R-modul F' i epimorfizm F — M taki, ze in-
dukowany homomorfizm F/PF — M/PM jest izomorfizmem.

(d) Jesli M jest projektywny, to M jest wolny.

5. Niech p bedzie liczba pierwsza i dla kazdej x € Q* wezmy k,m,n € Z
takie, ze ptn,ptm oraz x = pk%. Definiujemy v,(x) := k. Udowod-
ni¢, ze dla kazdych a,b € Q* mamy:

(a) vp(ab) = vy(a) + v,(D),
(b) vp(a+b) = min(vy(a), v,(b)).



