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REGULARITE DE FONCTIONS ALEATOIRES GAUSSIENNES
A VALEURS DANS I ' s
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Abstract. The problem when gaussian functmns w1th values in
" ' non-separable I, space have a continuons modification is studied. This ~
problem was presented during the Probability Semester in’ the . -
._Internatiqnal Stefan _Banach Cente:, Warsaw, May 19_90. :

1 NOTATIONS, ENONCES DU PROBLEME ET DES RESULTA'I’S

_ 1, 1 Un probleme de regnlante. On etudle des fonctions aleatmres X = (X,
neN) sur R & valeurs dans R ayant la forme suivante: ;

(LL1) ‘ X (t)—a x,,(b 1), teR neN,

ol (a,) cR*, (b) = R*, et on (x,,, neN) est une suite indépendante et
_equldlstnbuee de fonctions aléatoires gaussmnnes stationnaires reelles sur
R 4 trajectoires contmues _ :

On cherche a que]les condmons

(1 1.2) X a presque toutes ses tra_]ectmres oontmues dans lespace d_e Banach
' non separable et donc non lusmlen I,.

o Pour manier la- 101 commune des x,,, on utlllsera la fonctlon posmve
® deﬁme sur R"' par :

(113) o PO=EmO-mOP.

 1.2. Des rappels.” Dans un travail preoedent [1], on a étudié les modifica-
tions de X ‘ayant leurs trajectoires continues dans certains espaces lusnmens
introduisant pour cela l’hypothese supplémentaire suivante: o

(1.2, 1) La f0110t1011 @ est’ cro:ssante sur R+ et non ldenthuement nu]]e
on a constate que: ' o

.(l 22) 8ila propnete:(l 2 1) est venﬁee, la foncuon aleatmre X de la forme
(1.1.1) a une modification continue dans c; si et seulement si

(a) pour tout £ >0, la sene Zexp{ s"/a,f} converge

(b) lim,..,a,[log™ b,]"/% = : -

On remarquera que la condition (a) exprime que X (0) est pss. da.ns Co alors _
que (b) expnme plus partlcuherement la continuite. '
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(1.2.3) Si la propriété (1.2.1) est vérifiée, la fonction a.leatmre X de la forme
(1.1.1) a une modification continue dans [, muni de la topologle affaiblie et
lusinienne o(l, ,) si et seulement si

(a) il existe un nombre M > 0 tel que la série Y exp{—M?/a} converge,

(b) supsev a,[log* b,]'? < c0.

- Les énoncgs (1:2.2) et (1.2.3) montrent en particulier que I'existence d’une
modification continue de X, dans les espaces considérés et sous '’hypothése
(1.2.1), est fixée par les coefficients (a,) et (b,) et méme par les seuls coefficients
(a,) si la suite (b)) est bornée; elle est alors ‘independante de la loi commune des
x,. Dans [1], ce fait apparaissait étroitement li¢ par les techniques utilisées au
caractére lusinien de ces espaces.

1.3. La solutlon du probleme. Le probleme propose cl-dessus est resolu par
les énoncés suivants: : R

TutoREME 1.3.1. Soit X urie fanctzon aléatoire de la forme (1. 1. 1) et vérifiant
Phypothése (1.2.1). On suppose que X posséde la propriété (1.1.2). Dans ces
conditions, les deux -propriétés suivantes ‘sont' aussi vérifices: -

(a) il existe un nombre M > 0 tel que la série Zexp{ ~M?/a?} converge,

' (b) pour tout &> 0, il exzste un nombre B> 0 tel que la ser:e

ZI,,ﬂ,,,exp{~—£2/a,,} canverge et que’

supa [log"' b ]112 <s
: : sae L be>B o -
THEOREME 1.3.2. Soit X ume fonctzon aléatoire de Ia forme (1 1. 1) On
suppose que les coefficients (a,} et (b,) vérifient les propr:etes (a) et (b) du théoréme
1.3.1. Dans ces conditions, X posséde la propriété (1.1:2). :

" Ces deux théorémes montrent que méme si I'espace de Banach I.n vest pas
lusinien, pourtant sous 'hypothése (1.2, 1), 1a propriété (1.1 2) est ﬁxee par Tes
seuls coefficients (a;) et (b,); elle est alors indépendante de la loi commune des
x,. En analysant la forme des conditions 1.3.1 (a) et (b), on obtient dailleurs:

COROLLAIRE 1.3.3. Soit X une -fonction aléatoire de la forme (1.1.1). On
suppose.que P{X(0)el,} = 1 (propriété 1.3.1 (a)) et que la suite (b,) est bornée;
alors X a presque. toutes ses trajectoires continues. dans I’espace de Banach le
(propriété (1.1.2)).... : :

. COROLLAIRE 134 Sozt X une fonctwn aleata:re de la forme (1 1. 1) on
suppose que la fonctmn @ associée est croissante et que P{X (O)Elm} =1
(propnetes (1.2.1) et 1.3.1 (a)). On suppose aussi que la suite (b,) est croissavite et
que X a toutes ses trajectoires contmues dans l fort (propnete 1.1 2) Dans. ces
conditions,, on a Talternative suivante:. o Do .

(@) la suite (b)) est bornée (cf. oorollalre 133) ou bzen

(b) X a une modification a trajectoires.continues dans Pespace de Banach
lusinien c,. . :
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‘Remarque 1:4. On pourrait se.proposer d’étudier d-quelles conditions la
fonction aléatoire X de la forme (1.1.1) a presque toutes ses trajectoires bornées
dans P'espace de Banach:l_; en fait il faut et il suffit pour cela qu’elle ait presque
foutes ses trajectoires bornées dans I affaibli, les .ensembles bornés sont en
effet les mémes pour les deux:topologies. On a déja montré ([1], 3.3) que ceci
est réalisé si et seulement si X a presque toutes ses trajectoires continues dans
I, affaibli, c'est-a-dire si les conditions (1.2.3) sont vérifiées; la caractérisation
obtenue est donc différente des conditions 1.3.1 Cec1 mgmﬁe que. dans l fort,
l’alternat:ve de Belyaev nest pas verlﬁee

2. LES DﬁMONSTRATIONS_ .

2.1. La preuve des théorémes’ utilisera le' lemme suivant qu’on établit
a partir du théoréme 5.2.3 de [2] appliqué dans RN &'la suite (X,, ne[1, NJ),
N - o0, en utilisant la continuité des x,:

LemME 2.1.1. Il existe une constante absolue C telle que pour tout X de Ia
Jorme (1.1.1) et tout t appartenant aR*, on a:t R -

Esup|X()-X (0)]| C [supE supa bE (b 1)—x,(0)|
<t SV TS neN

+supE sup a,|x,(b, t) x,,(0)|]
msN |l|--<..t S . .
Bien entendu, chacun des termes du second membre minore le premler
membre de sorte que pour démontrer les theoremes, il suffit d’évaluer chacun
de ces deux termes. Pour evaluer le premler terme du second membre cl-dessus,
on utilisera - - x : : Pt Ll

LEMME 2.1.2. Smt (a,4,) une smte -dé variables aléatmres reelles in-
dépendantes de ‘lois respectives N(0, o, ) paur ‘tout &> 0; les deux megahtes
suivantes sont alors vérifides: e ; :

{—esal=13) §, ()] < Pluplohl > }._%"iéxﬁf—;ef@:}.?

v T 4_8 . - -
1 _P{supla,,}.,,[ }

aP{sup Ia,,l,,l ?' } E sup Ia' Al <

Pou: evalucr ]e deuxleme terme du meme second membre, on utlllsera

N LEMME 2 1. 3. Sa:t x une fonctlon al‘eatmre gaussrenne stanonna:re reelle sur
R d trajectoires continues; :l exlste alors un, nombre C C(x) >0 tel que pour
toutT>1 ana:t_:“. : : ,

(I/C)Dlmmfm(t)][log T]”2 E sup xS E'sup IxI C[1+Dog T]”z]
R [UT] S %y I
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2.2. Démonstration du théoréme 1.3.1. Sous les hypothéses du: théoréme
131 le rappel.(1.2.3) montre: que. la propriété 1.3.1. (a) est vérifiee. Sous les
mémes hypothéses, nous justifions la.propriété 1.3.1 (b); nous posons pour cela
D = lim,, ;, (f); pour-tout.¢ >0, les propriétés -d'intégrabilité  des vecteurs
gauss1ens ‘montrent qu ll exnste un nombre 7> 0 tel que . -0 vl

U Esup |X@-XO) < aD{(l/4) A L/C f ).
_ 07
" D'uné part on aura alors L . EETRR
(2.21) E supa [x,(b,7)—x,(0)] < <E sup ||X (I.‘) X (O)Il sD/4;
- o
d’autre part, on aura ausm S

(222) .....¥neN, E supa, [x.,(b t)] E supa,[x, (b,1)— x.,(on

s MEn .
<Esup X~ X(O)H aD/Cf
. L [0:} e
megallte (22 1) et le lemme 2 1 2 foumlssent alors
22 : LD 2log2;
: L o g
(22.3) E exp[_ oy )] og

~la définition' de, D montre qu’il existe un nombre B >0 tel que pour tout

b, > B, on ait qo(b -:)> D/2 et donc
; 2D2 B z il '. - .- . .
megahte (223) 1mp11que donc la convergenee de la série: ZI, >B
xexp{—fzz/a b cest la premlere partie de la. propnéte 131 (). .

.(224) VueN a D[log (b r)]”z/C 2D/C

dans ces condltlons posant. B = =T "2y 1, on constate que, .pour tout b,
supérieur & B, b; 7 est supeneur a b,,, l’megahte (2.2.4) implique donc que

a,[log™ (b,1)]'/* est inférieur 4 & de sorte que la propnete 13 1 (b) est
" effectivement venﬁee et le theoreme 13 1 demontre .

2.3. Démonstration du théoréme 132, Le lemme 21 1 montre que pour

‘prouver le théoreme 1.3.2, il suffit, de demontrer que. sous. ses. hypothéses, les

deux termes du second ‘membre de Iinégalité 2.1.1 tendent vers zéro avec 7.
Pour ‘tout ‘2€70, 4] 1a’ propnete 131 (@) et le theoreme de” convergence
dominée permettent’ de déterminer un hombre M tel ‘que la somme
Y exp{—M?/a?} soit inférieure 4 g/32; notant D la borne supérieure de @ sur
R*, la ‘propriété 1.3.2 (b) et le méme. théoréme de convergence dominée

permettent de déterminer un nombre B tel que la somme de la série-

Y I, . pexp{ —e&?/2a2 D?} soit aussi inférieure a g/32; pour tout ¢ > 0, le lemme
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2.1.2 fournit alors
P{supa,|x,(b,t)—x,(0)] > s}

neN ) - __62 ' | Ez |
<2 ) ex +2 ex [———]
<22, [ 2 202] RIS T
On choisit alors un nombre positif  de sorte que supyg . @*(u) soit inférieur '
a £2/(2M?); le premier membre de I'inégalité ci-dessus sera majoré par &/8; le
lemme 2.1.2 implique donc
sup E supa,,lx,,(b t)—x,(0) <4e/8—e) <,
) te[0,1] neN .
ce qui régle le cas du premier terme. .

On étudie maintenant le seo_ond terme; pour tout &> 0, on détermine
d’abord, 4 partir de la propriété 1.3.1 (b) et du fait que la propriété 1.3.1 (a) implique
que lim,, , a, = 0, un nombre B t_el que pour tout b, = B, on ait (cf. lemme 2.1.3)

E sup a,|x,(b,0)—x,(0)| < 2IaJE sup bx(¢)] < 2la,|C[1+[log b,]"%] < &;
[0,1] 106l .
B étant ainsi fixe, en utilisant la continuité des x,, on peut detenmner un
nombre positif 7 < 1 tel que pour tout b, < B, on ait
E supa,|x,(b,t)—x,(0)] < |a,|E sup ix,()—x,(0)} <e,

_ 0. [0,B1) ‘

ce qui régle le cas du second terme et prouve le théoréme 1.3.2.

24. Démonstration des corollaires. Le corollaire 1.3.3 résulte immédiatement

du fait que si (b,) est bornée, la condition 1.3.1 (b) est triviale. Par ailleurs, si la

suite (b,) est croissante et non bomnée, alors pour tout nombre B I'ensemble
{n&N: b, < B} est fini; dans ces conditions, si la propriété 1.3.1 (b} est vérifice,
alors les deux propriétés 1.2.2 (a) et (b} le sont aussi de sorte que si X a presque
toutes ses trajectoires continues dans [, fort, le rappel (1.2.2) montre qu’il a aussi
une modification 4 trajectoires continues dans c,; c'est le corollaire 1.3.4.

TRAVAUX CITES -

[1]1 X. Fernique, Régularité de fonctions aléatoires gaussiennes stationnaires, Probab, Theory
Related Ficlds 88 (1991), pp. 521-536. .
[2] — Fonctions aleatou-es d valeurs dans les espaces lusiniens, Expo, Math, 8 (1990), pp. 289-364.

Département de Mathémauque

Institut de Recherche Mathématique Avancée
Université Lowis Pasteur

7 rue René Descartes

‘67084 Strasbourg Cédex, France

Received on 6.12.1990;
revised version on 10.3.1991






