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Abstract. The problem when gaussian functions with values in 

non-separable 1, space have a continuous modification is studied. This 
problem was pmented during the Piobability Semester in the 
International Stefan Banach Center, Warsaw, May 1990. 

" 1.1. Un problème de régularité. On étudie des fonctions aléatoires X = (X,, 
 EN) sur R à valeurs dans RN ayant la forme suivante: 

où (a,,) c R+, (bJ c R+, et où (x,, n E N) est une suite indépendante et 
équidistribuée de fonctions aléatoires gaussiennes stationnaires réelles sur 
R à, trajectoires continues. S n  $ -  . 

On cherche à quelles conditions: 

(1.1.2) X a presque toutes ses trajectoires continues dans, i'espaoe de Banach 
non séparable et donc non lusinien 1,. 

Pour m e r  la-loi commune des x., on  utilisera la fonction positive 
rp définie sur R+ par . , . . 

(1.1.3) , .  rp2(t)=EIxl(t)-x1(O)IZ. 

13. Des rappels. Dans un travail precédent [l], on a étudié les modifica- 
tions de X ayant~le$s trajectoires continues dins certains espaces lusiniens; 
introduisant pour cela l'hypothèse supplémentaire suivante: ' ' 

(1.2.1) La fonction rp est croissante sur R+ et non identiquement nulle, 

O a constaté que: 

(1.2.2) Si la proprîétél(l.2:l) est vérifiée, la fonction aléatoire x de la forme 
(1.1.1) a une modification continue dans c, si et seulement si 

(a) pour tout E > O, la série exp( - E ~ / U : )  converge, 
(b) lim,,, a,Dog+ b,]'f2 = 0. - 

On remarquera que la condition (a) exprime que X(0) est P.S. dans c, dors 
que (b) exprime plus particulièrement la continuité. 

- - 
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(1.2.3) Si la propriété (1.21) est vérifée, la fonction aléatoire X de la f o k e  
(1.1.1) a une modification continue dans I ,  muni de la topologie daiblie et 
lusinienne a(l,, 1,) si et seulement si 

(a) il existe un nombre M > O tel que la série ~ e x p { - ~ ~ / a , 2 }  converge, 
(b) sup,, a, nog+ b,J112 < m. 

- Les énoncés.(1.2.2) et (1.2.3) montrent en particulier que l'existence d'une 
modification continue de X, dans les espaces considérés et sous l'hypothèse 
(1.2.1), est fixée par les coeficients (aJ et (b,,) et même par les seuls coefficients 
(q) si la suite (b,,) est bornée; elle est aiors indépendante de la loi commune des 
x,. Dans Cl], ce fait apparaiisait étroitement lié par les techniques utilisées au 
caractère lusinien de ces espaces. 

1.3. La soluti?n du problèmi Le problème ci-dessus est résolu par 
les énoncés suivants: 

MRBm 1.3.1. Soit x une fonction al&atoiie de la forme (1.1.1) et vdrijkmt 
I 

l'hypothèse (1.2.1). On suppose que X possPde la propriété (1.1.2). Dans ces 
conditions, les deux propriétés suivantes son't aussi vér$&es:c 

I 

. (a) il existe un nombre M > O tel que la série exp { - ~ ' / a ; ]  converge, 
I (b) pour tout e > O ,  il existe un nombre B > O tel que la série 
I C Ibn,, exp ( - E ~ / ~ ; S ]  converge et q& 
I 
I sup a, Dog + b,] < E. 

b">B 

T I ~ ~ & M E  1.3.2. Soit X une fonction aléatoire de Ia forme (1.1.1). On 
l suppose que les coeficients (a,) et (b,) vérifient les propriétés (a) et (b) du théorème 

1.3.1. Dans ces conditions, X possède la propriété (1.1.2). 
" 

Ces deux théorèmes montrent que même si l'espace de  anac ch 1, n'est pas 
lusinien, pourtant sous l'hypothèse (l.2.1), la propriété (1.1.2) est fixée par 'les 
seuls coefficients (a,,) et (b,); elle est alors indépendantelde la loi commune des 
x,,. En analysant la forme des conditions 1.3.1 (a) et (b),-on obtient d'ailleurs: 

1 ,  

COROLLAIRE 1.3.3. Soit X une fonction aléatoire de la f o m  (1.1.1). On 
suppose que P{X(O)EI,] =t 1 (propriété 1.3.1 (a)) et que la "mite (b,,) est bornée; 

. . alors X a. presque toutes ses thjectbires continues dans l'espace de Banach 1, 
(propriété (1.1.2)). . . 

COROLLAIRE 1.3.4. Soit X une fonction aléatoire de la forme (1.1.1); on 
suppose que la fonction cp associée est croissante et que P{X(O)EI,) = 1 
(propriétés (1.2.1) et 1.3.1 (a)). On suppose aussi que la suite (b,) est croissante et 

l que X a toutes ses trajectoires continues dans I ,  fort (propriété 1.1,2). Dans ces 
1 

conditions, in a t'alternatiue suivante: . . . . 
(a) Ia suite (b,) est bornée (cf. corollaire 1.3.3), ou bien i 

1 (b) X a une mod$cation à trajectoires continues dans l'espace de Banach 
lusinien c,. . . . . . 

1 

l 
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Remarque 1.4. On pourrait se proposer d'étudier à quelles conditions la 
fonction aléatoire X de la forme (1..1.1) a presque toutes ses trajectoires bornées 
dans l'espace de Banach I , ;  en fait il faut et il suEt pour cela qu'elle ait presque 
toutes ses trajectoires bornées dans 1, affaibli, les ensembles bornés sont en 
effet les mêmes pour les deux topologies. On a déjà montré (Cl], 3.3) que ceci 
est réalisé si et seulement si X a presque toutes ses trajectoires continues dans 
1, affaibli, c'est-à-dire si les conditions (1.2.3) sont vérifiées; la caractérisation 
obtenue est donc différente des conditions 1.3.1 Ceci side que dans l m  fort, 
l'alternative de Belyaev n'est pas vérifiée. 

, . . , . . 

z LES D E M O N ~ T I O N S  , . . .  a 

2.1. La preuve des théorèmes utilisera le, lemme suivant qu'on établit 
à partir du théorème 5.2.3 de [2] appliqué dans RN à la suite (X,, n E Cl, a), 

I 

N -P m, en utilisant la continuité des x,: 

L m  2.1.1. II existe une constante absolue C telle que pour tout X de la 
forme (1.1.1) et tout z appartenant d R', on ait . . 

+ sup E sup an lxn(bnt) - x,(O)l] . . : . 
EN Iilbr . . . 

Bien entendu, chacun des termes du second membre minore le premier 
membre de sorte que pour démontrer les théorèmes, il suilit d'évaluer chacun 
de ces deux termes. Pour évaluer le premier terme du second membre ci-dessus, 
on utilisera .. . . ' . . 

LEMME 2.1.2. Soit (tr,A,J une suite dé oariables aléatoires rés1lei"in- 
dépendantes de lois ~es~ectives N(0,  c,,); pour tout e 3 O, les dèux inégalités 
suivantes sont alors vérifiées: A r 

Pour évaluer le deuxième terme du même second m e m b ~  on utilisera 

LEMNE 2.1.3. Soit x une fonction aléatoire ghwienne stntionnaire'réelle A r  
R ù trajectoires continues;'il, existe alors un nombre C = C(x) > O til que pour 
tout T a  1, on ait . A . - %  rn . ,  t , 

(i/c)W inf rp(t)] Dog q1I2 < E sup x d E sup Ixlt< CC1 + Dog TJi/2]. 
- 

t-r m 1OJ-l 10.a . . 
. % 

8 "  . 
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: 2.2. Démomtration du théorème 1.3.1. Sous les hypothèses du théorème 
1.3.1, le rappel (1.2.3) montre que la propriété 1.3.1 (a) est vérifiée. Sous les 
mêmes hypothèses, nous justifions la .propriété 1.3.1 (b); nous posons pour cela 
D = lim,,, ~ ( t ) ;  pour tout e >: O, les propriétés d'intégrabilité des vecteurs 
gaussiens montrent qu'if existe un nombre r > O tel pue . * ., 

, . E SUP llX(t)- X(O)II < ED{(1/4) A (~/c+&)I. ,, , . 
. [Omri 

,' . 
.. . . . 

. D'une part, on aura alors ' . , .  . . 
(2.2.1) E sup anlxm(bnz)-x,,(O)l < E sup IIX(t)-X(O)II, G W 4 ;  

MN CO.rl 

d'autre part, on aura aussi ' ' ' 
(2.2.2) , Vn E N, E sup an [xn(bnt) J = E sup a, [x,(b,, t) - x,(O)] 

- .  
I , .  / 

Itl*r ,, . . 14 5 5  ~ a . 
< Esup IIX(t)-X(O)H, < & / c d .  

< ' 
[O*=l 

binégdité (221) et lc' lemme 2.12 fournissent alors . 

la définition de D montre qu'il existe un nombre B > O tel que pour tout 
bn > 3, on ait (p(b,z) > 0 /2  et donc 

L'inégalité (2.2.3) implique donc la convergence de. la série x4m>B 
x expf -e2/a,2), c'est la première partie de la propriété 1.3.1 (b). , 

., même i'inégalité (2.2.2) et le lemme 2.1.3 fournissent' 
' 

dans ces conditio- posant B = rm2 v 1, on wnstate que, m u r  tout b, 
sup4rieur à o. b,,r est supérieur à Jb;; l'inégalité (22.4) impüque donc que 
a,@~g+(b,,z)]l~~ est inférieur à E de sorte que la propriété 1.3.1 (b) est 
effectivement vérifiée 'et le théoréme 1.3.1 démontré. ,, 

2.3. Démonstration du &brème 13.2. Le lemme 2.1.1 montre que pour 
prouver le théorème 1.3.2, il sdîït ,de démontrer que sous ses hypothèses, les 
déux termes du second membre'de l'inéflté 2.1.1 tendent vers &O avec z. 
Pour tout e~]0,4] ,  la propriété 1.3.1 (a) et le théorème de convergence 
dominée permettent de déterminer un nombre M tel que fa' somme 
zexp(-  M~/U:) soit inférieure a e/32; notant D la borne supérieure de cp sur 
RC, la propriété 1.3.2 (b) et le même théorème de convergence dominée 
permettent de déterminer un nombre B tel que la somme de la série 

Ih,s mp { - e 2 / g  D') soit aussi inférieure à 8/32; pour tout t > O, le lemme 
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2.1.2' fournit alors ' 

On choisit alors un nombre positif r de sorte que rp2(u) soit inférieur 
à e2/(2M2); le premier membre de l'inégalité ci-dessus sera majoré par e/8; le 
lemme 2.1.2 implique donc 

ce qui règle le cas du premier terme. 
On étudie maintenant le second terme; pour tout e > 0, on 'détermine 

d'abord, à partir de la propriété 1.3.1 (b) et du fait que la propriété 1.3.1 (a) implique 
que @,, a, = O, un nombre B tel que pour tout b, 3 B, on ait (cf. lemme 21.3) 

E sup a, lx,(b, t) - x,,(O)I ,< 21an( E sup Ix(t)l 21ql C [1+ [log bJ 11'] < E;  
t0.11 ' [ O . M  

B étant ainsi fixé, en utilisant la continuité des x,, on peut déterminer un 
nombre positif z < 1 tel pue pour tout bn < B, on ait 

ce qui règle le cas du second terme et prouve le théorème 1.3.2. 

2.4. Démcmtration des c o m ~  Le corollaire 1.3.3 résulte immédiatement 
du fait que si (b,J est bornée, la condition 1.3.1 (b) est triviale. Par ailleurs, si la 
suite (bJ est croissante et non bornée, alon pour tout nombre B l'ensemble 
{nEN: b, < B)  est fini; dans ces conditions, si la propriété 1.3.1 (b) est vérifiée, 
alors les deux propriétés 1.2.2 (a) et (b) le sont aussi de sorte que si X a presque 
toutes ses trajectoires continues dans i, fort, le rappel (1.2.2) montre qu'il a aussi 
wie modification à trajectoires continues dans c,; c'est le corollaire 1.3.4. 
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