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Abstract. We give giobai criteria for the canonical reductions of 
an unnecessary self-adjoint operator on a complex separable Hilbert 
space. These criteria are obîained by an extension of the Poincaré 
sefiaration theorem for the eigenvdues of a Hermitian matrix. We 
derive extrema1 properties of the singular values of a compact opera- 
tor, thus generalizing known results in finite dimension (cf. 131, [IO], 
[il]) and the reœnt results by G6hberg and Krejn [7]. Our goal is to 
find criteria for the factor analysis of a probability defined on a separa- 
ble Hilbert space or of a real random function other than a finite or 
countable set of real random variables. 

1. INTRODUCTION ET NOTATIONS 

Les opérateurs compacts dans un espace de Hilbert possèdent de remar- 
quables propriétés spectrales (cf. Cl], [4], [ 5 ] )  et leurs valeurs singulières 
vérifient des caractères d'extrémalité sur lesquelles se fondent en particulier de 
nombreux critères d'analyses factorielles en probabilités ou en statistique. Bien 
souvent, ces caractères ne sont étudiés qu'en dimension finie pour une appli- 
cation immédiate. Mais il est nécessaire de définir des analyses factorielles dans 
un cadre aussi large que possible de manière d mieux comprendre certaines de 
leurs propriétés ou les appliquer à des processus aléatoires assez généraux (cf. 
121). De ce point de vue, le cadre hilbertien est plus satisfaisant que le cadre 
euclidien et matriciel. 

Dans cet article, nous nous intéressons, dans le cadre des espaces de Hil- 
bert séparables, à des critères globaux de réduction canonique d'un opérateur 
compact, non-nécessairement auto-adjoint. Nous en déduisons plusieurs carac- 
tères extrémaux des valeurs singulières d'un opérateur compact généralisant, 
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pour certaines, des propriétés connues dans un cadre matriciel (d. [3], [IO], 
[il]) et avec une formulatioii sensiblement plus précise, et pour d'autres, des 
rksultats etablis par Gohberg et Krejn [7]. 

L'approche utilisée est originale. Elle se fonde sur deux problémes impor- 
tants d'optimisation définis à l'aide de la famille des normes symétriques 
11*11 ,  (p E C i ,  + a]) sur i'espace des opérateurs compacts sur un espace de Hil- 
bert complexe séparable H, et que nous résolvons d l'aide d'une extension dans 
ce cadre du tbiéorème de Poincaré de séparation des valeurs propres d'une 
matrice hermitienne. 

Etant donné un opérateur compact Tdéfini sur H, le premier problème 
consiste en la recherche d'un sous-espace F de dimension finie q fixée de H tel 
que IITFI1, ou [Po TJ, soit maximum, P et TF désignant respectivement le 
projecteur orthogonal sur F et la restriction de Tau sous-espace F, ou plus 
généralement en la recherche d'un couple ( F ,  F') de sous-espaces de dimensions 
finies fixées q et q' (q' 2 q) tels que ((P' O Tri Pl(, soit maximum, P et Pr 
désignant respectivement les projecteurs orthogonaux sur F et FI. La solution 
est indépendante du réel p >, 1 choisi: il faut et il sufit que F et F' soient 
engendrés . - respectivement par q premiers vecteurs propres de T* o Tet qr pre- 
miers vecteurs propres de To T*. Le second consiste en la recherche d'un 
opérateur U de rang fini fixé tel que llT- Ull, soit minimum, généralisant le cas 
p = 2 bien connu dans le cadre euclidien et matriciel (cf. [3], [IO]). Nous 
établissons iaotamrnent que, pour chaque réel p 1, œ minimum est atteint si 
et seulement si U est le développement de Schmidt d'ordre q de ;rl complétant 
ainsi sensiblement un théorème établi par Golhberg et Krejn 173. Nous accsr- 
dons kgalement une attention particulière au cas p = CO, complétant encore sur 
ce point le travail de Gohberg et Krejn [7]. 

Dans tout ce qui suit, on désigne par H, Hf, H", . . . des espaces de Hil- 
bert complexes séparables de produits scalaires notés indistinctement (m 1 .), de 
normes associées II.II. Le supplémentaire orthogonal de tout sous-espace vec- 
torieI fermé Z de H (ou de H',  . . .) sera noté Z1. 

Nous désignerons par L(H, Hf) - ou L (H), lorsque H' = H - l'espace de 
Banach des opérateurs (ou applications linéaires) continus de H dans H' muni 
de la norme de la convergence uniforme I t l - l l l .  Un élément de L(H) sera encore 
appelé un ophateur continu sur H. L'adjoint de tout opérateur continu T de 
H dans H' sera noté T*; Test dit auto-adjoint si T* = T(H' = H), et normal si 
T* O T = To T*. Pour tout sous-espace F de H, nous noterons TF la restriction 
de T à F, c'est-à-dire l'application de F dans H' qui à tout x de F associe son 
image Tx par 

Un élément auto-adjoint T de L (H) sera dit positif si la forme quadratique 
qui à tout ü de H associe le réel (Tu 1 u) est positive: on notera alors T 3 O (ou 
O < T ) ,  désignant l'ordre de Loewner sur L (H). Nous nommerons projecteur 
orthogonal de H tout élément B de L (H) idempotent et positif. Tout projecteur 
orthogonal P non-nul est tel que IllPlll = 1, et I'irnage de P est un sous-espace 
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fermé de H. Pour chaque sous-espace vectoriel fermé F de H ,  nous appellerons 
projecteur orthogonal de M sur F le projecteur orthogonal P de H d'image 
F (de noyau FI) .  Edn, pour chaque élément auto-adjoint positif T de E(H), 
nous noterons T1I2 runique élément auto-adjoint positif de L(H) vérifiant 

= T 

P.P. Dkompositioa phire et vaknss simguli6res dgua opkratew sonstiasu. 11 
est d'usage d'appeler isométrie partklle de H dans H' tout opérateur continu 
U de H dans H' tel qu'il existe un sous-espace vectoriel fermé Z de H, nommé 
ensemble initial de. U, vérifiant: 

I (il (~v€a IlUvll = Hvll; 
I (ii) (Vu E Z') UV = O. 

Si P est le projecteur orthogonal de H sur 2, il s'ensuit que U, U* et P sont liés 
par les relations 

Tout opérateur continu T de H dans H' peut s'écrire sous la forme T = Uo Tf, 
dite décomposition polaire de 'I: où 

Tf = (T* O 7')1/2, 

et où U est une isométrie partielle de H dans H', d'ensemble initial i'adhérence 
ImTf de Im Tf dans H (cf. 163). 

Les valeurs propres de T' - quand elles existent - sont des réels positifs 
(en tant que valeurs propres d'un opérateur auto-adjoint positif) et nommées 
valarrs singulikes de I: Si Test auto-adjoint, ses valeurs singuliéres coiiicident 
alors avec les valeurs absolues des valeurs propres de ?: On notera que, si Hf 
est plongé dans un autre espace Hfy alors Test un élément de L ( H ,  R'), dont 
l'adjoint T# est T# = T*o P, où P est le projecteur orthogonal de H" sur H', et 
donc 

POT= T * o P o T =  T ' o r  

JI s'ensuit que les valeurs singulières de T ne sont pas modifiées si l'on plonge 
l'espace d'arrivée de T dans un autre espace de Hilbert séparable. 

1.2. Quelques proppiétés les d'un opérateur compact. Nous dési- 
gnons par a, (H, H') - ou par a, (H), lorsque H' = H - l'ensemble des 
opérateurs compacts de H dans H'. Nous utiliserons quelques propriétés usu- 
elles des opérateurs compacts, notamment (cf. [Il, [4], [5]): 

1. Tout opérateur de rang fini de H dans H' est compact et l'ensemble des 
opérateurs de rang fini est dense dans a,(H, H') muni de la norme de la 
convergence uniforme. 

2. La décomposition polaire de tout élément T de o, (H, H') s'écrit 
T =  U O (T* O T)'/', ou T' = (T* O T)'/' appartient à a, (H); de ce fait, sauf 
mention explicite du contraire, on s'intéressera par la suite au cas oii H' = H. 
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3. a, (II) est un idéal bilatère fermé dans l'anneau des opérateurs continus 
sur H. 

4. Le sous-espace propre E(A) de chaque valeur propre non-nulb A d'un 
opérateur compact T sur H est de dimension finie et les sous-espaces propres 
associées à deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux. 

5. Si (Ri(T)jid désigne la suite pleine décroissante des valeurs propres 
strictement positives d'un opérateur compact auto-adjoint positif T sur H (i.e. 
chacune répétée un nombre de fois égal A la dimension du sous-espace propre 
associé), et si {&(T))kK désigne la suite strictement décroissante des valeurs 
propres strictment positiues de T, on a 

(a) IIITIII = 111 ( T )  = L'i(T); 
(b) pour tout ka2 de K , I k  =sup((TxIx): X E S ~ - ~ ) ,  où Sk-l est la 

sphère-unité du supplémentaire orthogonal dans H de la somme directe 

13. Les espaces op ( p ~  [l, + ml). Soient c, l'ensemble des suites corn- 
plexes de limite nulle et @, l'application de c, dans Rdw{+ cm) définie par 

oc 5 = (Sj)jEw appartient à c,. Nous définissons ap{H) comme l'ensemble des 
opérateurs compacts T sur H pour lesquels @,(s) < + CO, ou s = ( S ~ ( T ) } & ~  
désigne la suite pleine décroissante des valeurs singulières de T (éventuellement 
complétée de O si Test de rang fini). 

Dans toute la suite, I ,  J, K, . . . désignent systématiquement N* ou des 
sections commençantes de N* (i.e. I = (1, . . ., n), etc. . . .), et {sj(T)],, la suite 
pleine décroissante des valeurs singulières d'un opérateur compact T sur H. 

L'ensemble a,(H) est un idéal normé séparable pour la norme 
llTllP = a, (s) dans Panneau L(H) (cf. [7]); ainsi CT, (Ed)  coïncide avec l'ensemble 
des opérateurs compacts sur H et llT11, = IIIT111. De plus, on dispose des pro- 
priétés suivantes (cf. 171): 

1. (V(P ,  ~ ) E ( R + ) ~ ,  1 < P < 4) a,(H) c o,(W c a,(H)-c a,(H). 
2. (Vb,  q)W+I2,  1 G P G q)(VT€flp(H)) IITllq d llTllp. 
3. (VSE~,(H))(VTE~,(H)) So Tfa,(H), où r = (l/p+l/q)-l 2 1. 
4. ( V T E ~ , ( I ~ ) ) ( V A E L ( ~ ) ( V ~ E E :  
(a) sj(Ao '1 G IIIAIIIsj(r), sj(ToA) G IIIAIII sj(T); 
(b) si A est de rang q, sj+,(T) G sj(A+T) < sj-,(O. 

5- (VT-p(W)(V(A, B)EL(II) x UH)) IIA 0 ToBII, G IIIAlll IITllplllBlll. 
6. Pour tout couple (A, B) d'opérateurs compacts sur H, auto-adjoints et 

vérifiant O < A < 3, on a 

(Vi E l) A, (A) < Ai (B) . 



Réductions canoniques d'un opérateur compact 201 

Ces relations sont toutes des égalités si et seulement si A = B. 
7. Les éléments de a, (H) sont nommés opérateurs nucléaires sur H .  Si  7: 

élément de al(H), est auto-adjoint et positif, alors la trace de notée tr(T), 
est égale à l\T1ll. De plus, si (S, T )  est un couple de crp(H)xc,(H), oii 
l/p + l/q = 1, alors 

tr(So T) = tr(ToS). 

8. Les éléments de a, (H) sont appelés opérateurs de Hilbmt-Schmidt sur 
H; muni du produit scalaire 

% . (S1T);= tr(SoT*) = tr(TroS), 
. - 

nz (H) est un espace de Hilbert complexe séparable. 
Nous noterons a, (H, R) l'ensemble des opérateurs compacts T de H dans 

H', de décomposition polaire T =  U O T', pour lesquels T appartient à np (H), et 
nous avons alors 

llTllp = llTflIp. 
Les propriétés précédentes s'étendent ainsi, moyennant quelques aménage- 

ments évidents, à a,(H, H f ) .  
Nous utiliserons la décomposition de Schmidt de tout élément T de 

a,(H, H') sous la forme suivante (cf. [7]): 

T = C sj(T)ej@fi (au sens de la convergence uniforme), 
j€J 

où (i) {ejjjEJ [resp. ( f i } jEJ]  est une famille orthonormale de H [resp. H'] formée 
de vecteurs propres de T * O T [resp. T O T*], ej [resp. fi] étant associé à la 
valeur propre sj2 (T) de T* O T; 

(ii) pour chaque couple ( x ,  y) de H x  H', x@y désigne l'opérateur de 
rang 1 de H dans H' défini par u (x 1 u) y = x@ y (u) . 

Enfin, nous disposons (cf. [7]) de la 

PRopos~no~ 1.1. Soient T un élément de oP(H) ( p ~  [l, + CO[) et (ei)iEI un 
système orthonormal de H. Alors, on a 

et cette relation est une égalité si et seulement si T est normal et si (eiIiEI est une 
base de H formée de vecteurs propres de ;T: 

1.4. Quelques rksultats d'optimisation emvexe. Nous utiliserons par la suite 
les deux résultats suivants (cf. [9]): 

~ 0 p o S I n o ~  1.2. Soient f une application convexe de R dans R vérifiant 
lim-, f = O ,  et (ai),l et (bi)i,I deux suites décroissantes de réels (1 = N* ou une 
section cornmengante de N*) telles que 
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Alors: (il W E I )  z:==,f { a ~  d E=,f (4); 
(ii) si de plus f est strictement convexe sur un intervalle contenant les suites 

{ailkI et (bi)iEI, on a lféquivalence 

C f (ai) = f (bi)-+(Vi~I) ai = bi. 
i d  i d  

~ m o s ~ n o ~  1.3. Soient D le domaine de W" d&ni pur 

et f une application de D dans R admettant des dérivées partielles af/dxj con- 
tinues-sur D telles que, sur l'intérieur D de D :  

Alors, pour toutes suites décroissantes de réels (ai}icr et {bila (1 = N* ou une 
section cornmenpante de N*), les inégalités 

k k 

( V k ~ ( 1 ,  ..., n}) C ai < b, 
i =  1 i = l  

entraînant 
f (a,, ..., a,,) < ftb,, ..., b,); 

pour que cette relation soit une &alité, .il faut et il m$it que 

( V i ~ ( 1 ,  ..., n)) ai = bi. 

Remarque importante. Onvérifieaisémentquelaconclusiondecette 
proposition subsiste lorsque l'on remplace la condition ûf/ax, > O par la con- 
dition n n 

z ai < C bi. 
i= l  i=  1 

Ii en est de même si l'on a 

sur une partie convexe A de l'ouvert 

de Rn contenant les points (a,, ..., an) et (b,, ..., b,). 

2 RÉDUCTIONS CANONIQUES D'OPÉRATEURS COMPACTS 

Dans toute cette section, T désigne un opérateur compact de H dans H' 
(H' pouvant coïncider avec H); autrement dit, un élément de g , ( H ,  H'), de 
développement de Schmidt de T (les notations étant celles de la section 1): 
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Pour tout k de 1, on pose: 

Nous nommerons T, [resp. TR;] la somme partielle d'ordre k du développement 
de Schmidt de T [resp. T*]. On obtient alors les relations: 

et, si k 6 k': 
. . k 

. - T * O ~  = T$oT,=(T*oT)~ = C s?ei@ei,  
i= 1 

k 

KoT* = %QG* =(TOT*),= s?.f&3fi. 
i= 1 

Remarques. 1. Si s, = s ~ + ~ ,  il n'y a pas unicité des opérateurs T, et P, 
(puisque Ibn peut modifier le choix de certains ei ou&). On convient alors de 
désigner par T, et P, l'un quelconque de ces opérateurs, et de même pour Prk. 

2. Expressions matricielles en dimension finie. Supposons que M et H' 
soient respectivement les espaces R" et RP rapportés à leurs bases canoniques et 
munis des produits scaiaires (- 1 .), et (- 1 -1, de matrices canoniques M et N - ce 
que l'on notera 

Si Test alors la matrice canonique d'un opérateur de H dans R, les expressions 
matricielles de Pk et Pi sont 

où A = (a, 1.. .I a,) [resp. B = (fi ,  1.. .1 Bk)] est la matrice dont les vecteurs-colon- 
nes a,, .. ., a, [resp. fi,, ..., Bk] sont k premiers vecteurs propres M-orthonor-. 
mes [resp. N-orthonormés] de la matrice de Gram généralisée = ' T N T M  
[resp, T, = T M ' T W .  Les expressions matricielles de T, et s'en déduisent 
aussitôt. 

2.8. Le résultat principal. L'étude qui suit se fonde sur le lemme suivant: 
LEMME 2.1. Si T est un opérateur de H dans R et si P et Q sont deux 

projecteurs orthogonaux de H et R respectivement, on a :  

En effet, on peut écrire, IH désignant l'application identique sur H: 

P o T * o T o P - P o T * o Q o T o P  = PoT*o(I,-Q)oToP 
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Le théorème suivant constitue le résultat central de cet article. II constitue 
une version étendue au cadre hilbertien du théoréme de Poincaré de séparation 
des valeurs propres d'une matrice hermitienne (cf. [Il]): 

THÉORÈME 2.2. Soient T un opérateur compact auto-adjoint sur H, F un 
sous-espace fmmé de H et P le projecteur orthogonal de H sur F. Alors: 

(i) Les opérateurs U = Po TF (considéré comme opdrateur de F dans F) et 
Po To P ont les mgmes valeurs propres non-nulles et sont des éléments auto- 
-&joints respectivement de a, (F) et a,(ld). 

(ii) Si fAj),, et {pj)jeJ. désignent respectivement bs suites pbines décrois- 
santes des valeurs propres strictement positives de T et U, on a 

(iii) Si T est positif et si F est de dimension finie q (1 < q < cardl),  on a 

si et seulement si F est engendré pur q premkrs aecteurs propres de T('). 
(iv) Si T est positif et si F est un sous-espme fermé de codimension finie 

q 2 1, on u 
J') 2 AjCq, 

avec égalité pou. tout j de 3' si et seulement si P est le supplémentaire orthogonal 
dans H d'un sous-espace engendré par q premiers vecteurs propres de i? 

Démon s t r a t i on. (i) a, (H) étant un idéal bilatère de L (H), les opéra- 
teurs P O T et Po T O P sont compacts ainsi donc que U = P O TF; les autres 
propriétés se vérifient aisément. 

(ii) Puisque lllPlll = 1, on déduit de la propriété 4 du 4 1.3 ci-dessus que 

ce qui donne le résultat cherché. 
(iii) Si F est engendré par q premiers vecteurs propres de que l'on peut 

noter, moyennant une renumérotation éventuelle, el, . .., e,, alors 

et par conséquent, pour tout i de (1, .. ., q), on a 

A i =  K,(PoToP)= ;li(U)=pi. 

Réciproquement, l'opérateur P O T O P O T O P = (P O T O P)  O (P O T O P) * est 
auto-adjoint positif de rang q et les p f  (i = 1, .. ., q) sont ses valeurs propres 

(') C'est-à-dire, si {,$},=,*~~.,, désigne la suite strictement décroissante associée à la suite 
(,$)j=i,,..,q des q premières valeurs propres (positives) de 'I; F = CE@',)$ . . . 8 E(Ai)IOG, où G est 
un sous-espace de dimension q-dim [E(A;)@ . . . $ E (il)]. 
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strictement positives. De même Po T2 o P est auto-adjoint positif, et d'après le 
lemme 2.1 : 

POTOPOTOP$POT%P,  
d'où il résulte que 

( V i ~ ( 1 ,  ..., q}) 1U: = l i ( P o T o P o  TOP) < Ai(PoTZoP) < Ai(T2) = A:, 

la dernière inégalité s'obtenant (par exemple) en appliquant l'assertion (ii) à TZ. 
Si, p o u  tout i de (1, . . ., q ) ,  pi = Ai, on a donc 

- ( V i ~ { l ,  ..., q ) )  I l i (PoToPoToP) = Ai(PoTZoP), . . 
et cornme O < P O T O P  o T o P < P O T2 O P, il suit clairement 

P o T o P o T o P -  P o T 2 0 P .  
On en déduit que 

[Po To(1,-P)]u[Po To(1,-Pl]* = PoTo(1,-P)oToP = 0, 

et par suite que 

Po To(1,-P) = (1,-P)oToP, 
ce qui entraîne 

P o T o P = P o T =  TOP.  

Le sous-espace F est donc invariant par T, et P a les mêmes vecteurs propres 
que T associés aux valeurs propres 1 et O. Puisque P est de rang q, il existe 
une partie K de I de cardinal q, telle que 

P = C e,@ei. 
ieK 

Il en découle clairement que 

et donc nécessairement K = (1,  . . ., q ) .  
(iv) Posons Q = 1,-P. Alors, on a 

où Q O Tlt2 est de rang inférieur ou égal à q. La propriété 4 (b) du $ 1.3 implique 
alors 

( V ~ E  J') sj(T1I2- Q O TIIZ) 3 sjf4 (T1/2)l 

et on en déduit que 

,D'autre part, d'après le lemme 2.1: 
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et par conséquent 

Dr P o Tl1* O P O T1I2 O P = ( P  a T1l2 O P)', et donc la relation (1) précédente, 
appliquée à i'opérateinr Tl]', donne 

(Vj E J') Aj [(P O T1lZ O P)'] = 1; (P  O T1I2 O P) 3 A; (ITrlz - Ti/') = ;li(T- q), 
d'où il résulte que 

(2) - ( V j e J P )  1 j ( T - T , ) = A j + , < A j ( P o T 1 1 2 ~ P ) < ; I j ( P ~ T ~ P ) = p j .  
. - 

Si F est le supplémentaire orthogonal dans H d'un sous-espace engendré par 
q premiers vecteurs propres de T; autrement dit, moyennant une renumérota- 
tion éventuelle des vecteurs propres de si F = [vect (el, . . ., eq)I1, alors on a 

Q 

P o  T o  P = T- Aiei@ei = Â;i+q+i+a@ej+q, 
i =  1 ~EJ' 

d'où l'on tire 
(Vjf  J') pj = Aj+q.  

Réciproquement, si pour tout j de J', pj = Aj+,, alors, d'après (21, il vient 

d'où P O T ~ / ~ O P O T ~ / ~ O P  = P O T O P ,  ce qui entraîne 

d'où l'on tire que 

OU encore, comme Q = I ,  - P ,  que 

Reprenant le même raisonnement que celui utilisé précédemment lors de la 
preuve-de l'assertion (iii) mais appliqué maintenant à l'opérateur Tl/' (dont les 
vecteurs propres sont ceux de T), on en déduit que Q est le projecteur de H sur 
un sous-espace engendré par q premiers vecteurs propres de ?: BI 

2.2. Maximisation de I I  TFIIp au de llP O TFllp.. Dans ce paragraphe, F désigne 
un sous-espace vectoriel de H de dimension finie donnée q (et ultérieurement de 
dimension finie au plus égale ù q donné) et P le projecteur orthogonal de H sur 
F. On considère un opérateur continu T à valeurs dans un espace 8, qui dans 
un premier temps coïncidera avec H. Le rang de TF (restriction de T à F) est 
donc.inférieur ou égal à q, et par suite IITFl[p et [If O TAIp existent pour chaque 
p de C l ,  + W C .  L'objet de notre étude est la recherche des sous-espaces F maxi- 
misant llTF[l, ou IlPo T,II,. Nous en donnerons ensuite plusieurs conséquences. 
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(a) T est un élément auto4wjoint pusitg de a, (H). Posons U = P o  TF. 
L'adjoint de TF est Po T considéré comme élément de G, (H, F); il en résulte 
que 

IITFllp = llpoTllp. 
Comme U et Po  To P ont les mêmes valeurs propres non nulles, il vient (cf. 
8 1.3): 

(3) Ilullp = IIPo TopII, G IIPo TI(, = IIqII,. 
Soit TF = 4 O T' la décomposition polaire de T,, l'opérateur T' étant défini par 

Si (Ai)iEI et sont respectivement les suites pleiiies décroissantes des va- 
leurs propres positives ou nulles de T et T', le théorème 2.2, appliqué 
à l'opérateur T2, donne aussitat 

11 en découle que 

Rapprochant (3) et (4), on obtient 

où T, est Ia somme partielle d'ordre q du développement de Schmidt de 
T (définie à une équivalence près). 

D'autre part, (pi)i=l,...,, désignant la suite des valeurs propres (positives) 
de U, les égalités 

- 
ont lieu si et seulement si y, < di [resp. pi < di] pour tout i de (1, . . ., q}, et donc, 
par application du théorème 2.2 (iii) A l'opérateur T2 [resp. Tj, si et seulement si 
F est un sous-espace engendré par q premiers vecteurs propres de T 

(b) Test tan élément de cr,(H, F). Soit T = A O T,  où T' est un élément 
auto-adjoint positif de o , O  et A une isométrie partielle de H dans Hf 
d'ensemble initial l'adhérence ImT' de ImT', la décomposition polaire de T; 
celle de Ti est = A'o T", où T" est un opérateur compact auto-adjoint 
positif sur F et A' une isométrie partielle de F dans H d'ensemble initial Im Y. 
On a donc 

T, = d o T i =  AoA'oT". 
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Comme Im Ti, ensemble d'arrivée de A', est inclus dans h T', ensemble initial 
de A, A o A' est une isométrie partielle d'ensemble initial ImT". Par suite, 
il vient 

l l q l l p  = llT"ll, = IITFII,, 

et maximiser IITFllp revient donc à maximiser llTkllp, avec T élément auto- 
-adjoint de a, (H). L'application de (a) A l'opérateur T: montre que [ITP[I, est 
maximum si et seulement si F est engendré par q premiers vecteurs propres de 
T', qui sont aussi q premiers vecteurs propres de Tl2 = T* O T; le maximum 
atteint est H.T,II,. -. . . 

' (c) -F est un sous-espace de dimension Pnie au plus égale à q donné. Les 
résultats précédents s'étendent au cas où F est de dimension finie non fixée au 
plus égale a q donné. En effet, si Test élément de a, (H, H f )  et si G est un 
sous-espace vectoriel de H de dimension q (q 6 dimH) contenant F et si 
P [resp. QI est le projecteur orthogonal de H sur F [resp. sur G], on a 

IIP 0 T*llp d I I Q  0 T'Ilp < II~IIp, 

car P o  Q = P. La propriété cherchée en résulte, étant donné que, si r est 
inférieur ou égal à q, on a 11 TJ, 6 117JP, l'égalité n'ayant lieu que si r = q .  ka 
même remarque s'étend au cas (a). 

Nous énoncerons donc Ie théorème suivant: 

TEIÉORÈME 2.3. Soient Rq l'ensemble des sous-espaces de H de dimension 
$nie au plus égale a q donné (q $ni, q < dimH) et, pour chaque F de Sq ,  P le 
projecteur orthogonal de H sur F. Alors, pour tout réel p 2 1: 

(a) Si T est un élément auto-adjoint positif de 0,  (H) ,  le maximum de 
IlPo Tplfp et de llTFll, quand F décrit Fq est obtenu si et seulement si F est un 
sous-espace de H engendré par q premiers vecteurs propres de T ;  le maximum 
atteint est égal à llTqll, dans les deux cas. 

(b) Si T est un élément de a ,  ( H ,  H'), pour que IITFllp soit maximum lorsque 
F décrit Pq, il faut et il sufit que F soit un sous-espace engendré par q premiers 
vecteurs propres de T* O T; le maximum est encore égal à IIT,11,. 

~e mar ques. 1. Dans le cas où Test un élément auto-adjoint positif de 
a, (El) ,  on peut avoir 

I l p 0  TFllp = IIqllp < IIqIlp. 

Cette relation a lieu si et seulement si p; = y: pour tout i, ce qui revient, en 
vertu de la propriété 6 du $ 1.3, à 

La fin de la démonstration du théorème 2.2 conduit alors à un projecteur P de 
la forme 
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ou cardK = q. Tout K tel que rune au moins des valeurs propres de la famille 
{ A , } i E K  n'appartienne pas a (A,, . . ., A,} répond à la question puisqu'alors 

2. Lorsque p = CO et que T est encore auto-adjoint positif, on a toujours 
b s  inégalités 

P I  = IIPoTFllW 6 llqllm IlTllm = 

La relation IlP a Tpll, =- IlTJl, [resp. llTFllm = 1 1  Tl1 3 a donc lieu si et seule- 
q Y  ment si- p, -= A, [resp. y, = ce qui équivaut a dire que F contient un 

premier vecteur propre de T (ou de T'CI T dans le cas (b)). 

COROLLAIRE 2.4. Soient T un éiément de a ,  ( H ,  H') et P [resp. Pr]  un 
projecteur orthogonal de H [resp. H'] de rang fini au plus égal à un entier 
q donné. Alors: 

(i) To P = T, équivaut à P = P,; 
(ii) Pf  O T = T,  équivaut à P' = Pq. 
En effet, si F = ImP et T O P  = T,, on a 

d'où P = P, d'après la proposition précédente; la réciproque est immédiate et 
(ii) se déduit de (i) par passage aux adjoints. BI 

2 3 .  Maximisation de IIP' O T O PII,. La proposition suivante constitue une 
extension du théorème 2.3 dont on conserve les notations. On désigne par Tun 
opérateur compact de H dans H f ,  par Sq [resp. Fq] l'ensemble des sous-es- 
paces vectoriels de H [resp. H'] de dimension finie au plus égale à q [resp. q'l 
donné, et pour tout couple (F, Fr) de 9, x Fi,, par P et Pr les projecteurs 
orthogonaux sur F et F' respectivement: 

~ O P O S I ~ ~ N  2.5. Pour chaque réel p 2 1 ,  le maximum de IIPr O T O PII, ou 
de IIP'o TFllp lorsque ( F ,  F f )  décrit 9, x Fq. (avec q' 2 q)  est obtenu si et seule- 
ment si F est engendré par q premiers vecteurs propres de T* O T et si F' contient 
un sous-espace engendré par q premiers vecteurs propres de T o  T * .  Le maximum 
atteint est égal à I I  T,II,. 

En effet: 
I l P f o  T o P ! I p  G l t T o P I I p  = llTFllp I I q l l p ?  

et, en vertu du théorème 2.3, la dernière inégalité est une égalité si et seulement 
si P = P,. Alors, comme q' 2 q, il suit 

avec égalité si et seulement si Pf  est le projecteur orthogonal sur un sous-espace 
de H' engendré par q f  premiers vecteurs propres de T, O &*, autrement dit, si 
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ImP' contient un sous-espace engendré par q premiers vecteurs propres de 
To T* (car qf 3 q) ,  

Rernar ques. 1. On obtient un résultat analogue si F' est de dimension 
inhie, a condition toutefois qu'il soit de codimension finie fixée. 

2. Si on suppose q' (fini ou non) supérieur ou égal a q, on raméne le 
problème de la maximisation de IIP'o To PII, au précédent en remplaçant T 
par 7'". 

Enfin, la proposition suivante apparaît à la fois comme une version plus 
générale de la proposition 2.5 précédente et une extension (même dans le cadre 
de la dimension finie) dia théorème 2.2 de [Il]: 

PROPOSI~ON 2.6. Soient Hl et H; deux espaces de Hilbert complexes, T un 
éliment de a ,  ( H ,  H'), U et V deux isométries partielles de H ;  dans H et de 
H', dans H' respectiuement telles que ImU appartienne Q Pq et Im V ù Fk, avec 
q' 2 q .  Alors, pour tout réel p 2 1, pour que llV*o To UII, soit maximum lorsque 
le couple {Im U, Im V) décrit S, x Fif, il faut et il  s@t que Irn U soit un 
sous-espace engendré par q premiers vecteurs propres de T* O T et qua Irn V 
contienne un SOUS-espace engendré par q premiers vecteurs propres de To T * ;  
k mxirnum atteint est égal a 11T&,. 

Démonst ra t ion  . Soit P [resp. P'] le projecteur orthogonal de H [resp. 
H'] sur Im U [resp. Im q. Comme U et V sont des isométries partielles, on a 

D'autre part, comme P = U O U* [resp. P' = Vo V*] et que U [resp. est 
a image fermée, U* [resp. Y*] est égal au pseudo-inverse de Moore-Penrose de 
U [resp. et (cf. [8]): 

llp'o ToPll, G IllVlll IlV* 0 T o  ~II,III~*lll < IIV* 0 To Ulf,, 
où 

[IV*oToUII, = II(V*oVoV*)o To(UoU*oU)ll, 

G IllV*lll llp'o ToPII,III~III G llPfo TopII,. 
On en déduit la relation 

qui permet de conclure. i 

24. Minimisation de I l  T- Ull,, p E [1 , + col. On se propose maintenant 
de minimiser [IT- U11, lorsque U décrit l'ensemble 9,(H, H') des opérateurs de 
H dans H' de rang fini (non-fixé) au plus égal à q donné dans IV*. 

(a) T appartient Q op (H), p E Cl, + col. Gohberg et Krejn ont démontré 
(cf. 171) que le minimum de I I  T- Ut 1, lorsque U décrit gq (H, H )  ( H f  = H) est 
atteint lorsque U = T,, somme partielle d'ordre q du développement de 
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Schmidt de T (opérateur défini à une équivalence prés). Nous complétons ce 
résultat en prouvant que ce minimum est atteint uniquement lorsqiie U = T,. 
Nous considérons le cas plus général ou T appartient à cr, (H, H') et effectuons 
la démonstration dans ce cadre. 

(b) T appartient d op (fi, H'), p E Cl, + CQ [. L'ensemble W, ( H ,  H') est in- 
clus dans 0, (H, H f )  et donc chaque U de &!,(H, H') admet une décomposition 
polaire U = A O U', ou U' est élément de op (H) et où A est une isométrie 
partielle de H dans H' d'ensemble initial ImUf (U' est d'image fermée car U, et 
donc U', est de rang fini). L'adjoint A* de A est une isométrie partielle 
d'ensemble initial' Irn U et d'ensemble d'arrivée Im U'. Si P [resp. L!] désigne 
le projecteur orthogonal de H' [resp. K j  sur Im U [resp. Im U'], il vient donc 
(cf. 8 1.1): 

Nous effectuons la démonstration en deux étapes. Dans un premier temps, 
nous supposons d f i x é  et nous cherchons U' minimisant II T- A O U'II,. On peut 
écrire 

Or, comme Im A = Im U = Ker (l,# - P), on a 

et, par passage aux adjoints, il vient 

(A*oT-U')*oA*o(T-PoT)=Q. 
De plus: 

(A*o T-U')'O A*oAo(A*o T-U') = (A*o T-U')*O(A*OT-Uf), 

et donc (T- U)' o(T- U)  peut s'exprimer sous la forme de la somme de deux 
opérateurs positifs. De la propriété 6 du 9 1.3, il découle donc 

et, pour que ces relations soient toutes des égalités, il faut et il sufit que 

A*oT-U'=O. 
Il en résulte aussitôt que 
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et pour que cette relation soit une égalité, il est nécessaire et suffisant que 

On est donc ramené à chercher un opérateur U de la forme U = P o  T, oii P est 
un projecteur orthogonal de rang h i  au plus égal à q rendant minimum 
IIT- P O TII,. Posant. alors Q = 1,. - P, il suit 

llT-P~Tlla=]IQoTll;= CST(QOT)=  C l l j 1 / 2 ( Q ~ T ~ T * ~ Q } ,  
j€J ~ E J  

oii, en vertu de l'a-ertion (iv) du théorème 2.2 appliquée a l'opérateur To T*: 
. - 

WEJI J)jli(Q~ToT*oQ) 2 A j + 4 ( T ~  T*) = s ~ + ~ ( T )  = $(T-T~). 

Il en résulte immédiatement que 

avec égalité si et seulement si 

ce qui équivaut, toujours d'apres l'assertion (iv) du théorème 2.2, à P = 4. 
(c) Le cas p = + m .  La première partie de la démonstration précédente 

restant valide, on est encore ramené à chercher un opérateur U de la forme 
U = P O T rendant minimum I I  T- P O TII,. Or, nous avons 

IIT-Po TII, = max{sj(Q O T): j~ J )  2 max{sj+,(T): j€J) = s,+l (0, 
avec égalité si et seulement si 

ce qui revient à dire que P est le projecteur orthogonal sur un sous-espace de 
dimension q de H' contenant un premier vecteur propre de To  T*. Pour ter- 
miner, relevant que pour chaque p de 11, + col, on a, si r < q: 

IIT- Tllp > IV- q l l p 3  

nous pouvons énoncer le 

~IIÉORÈME 2.7. Soient, pour p appartenant à cl ,  + m l ,  T un élément de 
a, (H, H'), et &?g(H, H') l'ensemble des opérateurs de H dans H' de rang fini au 
plus égal à q donné. Alors: 

(i) Pour chaque réel p 2 1, le minimum de I[T- UII, lorsque U décrit 
g q ( H ,  HI) est obtenu si et seulement si U = T,, somme partielle d'ordre q du 
développement de Schmidt de T. 

(ii) Lorsque p = cm, pour que IIT- Ull, soit minimum lorsque décrit 
g q ( H ,  H'), il faut et il sufit que U soit de la forme U = P o  T, où P est le 
projecteur orthogonal sur un sous-espace vectoriel de dimension q contenant un 
premier vecteur propre de T o  T*; le minimum est égal à s , + ~  (T). 
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Remarque S. 1. Le cas p = 2 est bien connu en dimension finie et dans 
un cadre matriciel, la norme (I*] I ,  correspondant à la norme euclidienne des 
matrices. Il a donné lieu à des développements et applications importantes en 
statistique (cf. 131, [IO]). 

On relévera que, pour chaque réel p 2 1, la solution est unique à une 
équivalence prés et ne dépend pas du choix de p. La solution n'est unique que si 
~ q + l  (T) + s,(T). 

2. L'assertion (ii) constitue une extension sensible du théorème d'Allahver- 
diev (cf. [7]) qui indique seulement, dans le cas où H' = H, que 

- -Inf(llT-VI!,: ~~~ , (H ) )= l lT -T , l l , =~q+~(T ) .  
ka proposition suivante, conséquence directe du théorème précédent, 

complète utilement le théoréme 2.3: 

PROPOSITION 2.8. Soient un rkel p 2 1 ,  T un élément de op ( H ,  H') et % la 
famille des sous-espace fermés de H de codimension$nie au plus égale (1: un entier 
q donné. Alors : 

(i) Le minimum de llTpllp lorsque F décrit % est atteint si et seulement si 
F est le supplémentaire orthogonal dans H d'un sous-espace engendré par q pre- 
miers vecteurs propres de T* O T. 

(ii) Si H' = H et si Test auto-adjoint pwitiJ alors, P dksignant le projecteur 
orthogonal de  H sur F,  pour que JIP o TFJI, soit minimum lorsque F dém't gq,  il 
faut et il sufit que P soit le supplémentaire orthogonal dans H d'un sous-espace 
engendré par q premiers vecteurs propres de T. 

Démonstrat ion.  (i) En effet, si l'on pose Q = I,-P, il vient 

llTF1lp = llpo T*llp = IlT* -Q 0 T*ll,, 

où Q O T* est un opérateur de H' dans H de rang au plus égal à q; d'après le 
théorème 2.7 précédent, pour que IITFI1, soit minimum quand F décrit q, il faut 
et il suffit que Q O T* = T,*, autrement dit, en vertu du corollaire 2.4, que 
Q = P,, ce qui revient à P = 1,-P,. 

(ii) Comme 
IlPo TF]]; = IlPo TOP/]; = IIPo T1)211ai, 

cette propriété se déduit de l'assertion (i) appliquée à l'opérateur Tlt2. rn 

3.1. Qeelques propriétés extrémales des valeurs propres d'un opérateur 
compact auto-adjoint, Des propositions 2.5 et 2.6 découlent les deux résultats 
suivants, le premier apparaissant comme une extension d'un résultat dû 
à Gohberg et Krejn 171: 

2 - PAMS 17.2 
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TH~RÈME 3.1. Soient T un élément auto-adjoint de O,  (H) et {u,, . . ., u,) 
un systéme orthonormal de H.  Alors: 

(i) Si {IAil)kI est Iü suite pleine décroissante des valeurs absolues des 
valeurs propres de T et une base orthonormale de vecteurs propres 
de T associés, on a 

(ii) Si p > 1,  pour que cette relation soit une égalité, il faut et il sufJit que, 
poqr wut i 'de ( 1 ,  .. ., q ) ,  ui = e i .  

(iii) Si p = 1 et si Test poaitiJ pour que cette relation soit une égalité, il faut 
et il sufit que u, , . . . , u, appartiennent d un sous-espace engendré par q premiers 
vecteurs propres da T. 

(iv) Lorsque p = 1 et que Tn'est pas positg il y a égalité si et seulement si 
{u,, .. ., uq) est Ia réunion d'une base du sous-espace engendré pur la famille 
{e,: 1 < i < q ,  Ai > O )  et d'une base du sous-espace engendré par la famille 
{ei: 1 < i < q ,  At > O]. 

Démonstrat ion.  (i) En effet, si P désigne le projecteur orthogonal de 
H sur le sous-espace F engendré par {u, , . . ., u,), la proposition 1.1 appliquée 
à i'opérateur T O P donne 

où, en vertu du théorème 2.3: 
4 

(6) IIG1l," IIT,IIP = C lJilp- 
i= 1 

(ii) La relation (5) est une égalité si et seulement si P = P, (cf. théo- 
rème 2.3). D'autre part, si p > 1, pour que (5) soit une égalité, il faut et il suffit 
que ui = ei pour chaque i de (1, . . ., q) (cf. proposition 1.1), d'où la propriété. 

(iii) Si p = f et si Test positif, alors on sait que 
4 - 4 4 

C (TuiIui) = C (Po ToPui  Iui) G IIPO TI11 = IITFII~ < C Ai = IITgIIi, 
i= 1 i= 1 i =  1 

et le résultat découle du théorème 2.2. 
(iv) Si 7 n'est pas positif, on a T, = Cf=,  Âiei@ei, et pour (u,, . . ., u,), 

base du sous-espace F engendré par {e l ,  .. ., e,), la relation (6)  étant une 
égalité, il suit 
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Pour qu'il y ait égalité, il faut et il suffit que chaque ui soit orthogonal, ou 
à tous les ej  associés aux valeurs propres Aj  négatives, ou encore a tous les ej  
associés aux valeurs propres Ai positives. Si F -  [resp. F ,  J est 1a somme directe 
des sous-espaces propres de T associés aux valeurs propres négatives [resp. 
positives], on a F = F - @ F + ,  ce qui revient à dire que (u,, . . ., u,] est la 
réunion d'une base de F -  et d'une base de F +  . s 

De cette proposition découle le 

COROLLAIRE 3.2. Soient la suite pleine décroissante des valeurs pro- 
pres s t r i c t e ~ n t  positives -d'un élément auto-adjoint positif T de s,(H) et 
(u,, . . . , u;) un système orthonormai de H (q < cardl). Alors, pour toute appli- 
cation convexe f de R+ dans R ,  on a 

Si de plus f est strictement convexe, pour que celte relation soit une égalité, il faut 
et il sufit que u,, .. ., u, soient q premiers vecteurs propres de 71 

En effet, quitte à procéder a une re-indexation, on peut supposer que 
((Tu, 1 u~))~=,,,, , , ,  est une suite décroissante. L'application de la proposition 1.2 
donne alors l'inégalité cherchée, compte tenu de l'assertion (i) du thépréme 
précédent (avec p = 1). La deuxième partie de ce coroIlaire est encore une 
conséquence de la proposition 1.2, étant donné que l'on a (Tu, 1 u,) = Ai pour 
tout i de ( 1 ,  . . ., q )  si et seulement si ui est vecteur propre normé de T associé 
à la valeur propre Ai. 

Remarque  S. 1. Si T n'est pas positif, on relèvera que l'on obtient un 
résultat analogue en considérant I ( T u ~  1 ui)l et l;li]. 

2. L'assertion (iii) du théorème 3.1 est une autre manière d'exprimer une 
propriété due à Wielandt (cf. 1121). 

3.2. Quelques propriétés extrémales des valeurs singulières d'un opérateur 
compact non auto-adjoint. Des deux résultats précédents, nous déduisons la 

PROPOSITION 3.3. Soient T un élément de G, (H, H'), la suite pleine 
décroissante des valeurs singulières non-nulles de T et {u,, . . ., u,) un système 
orthonormal de H (q < cardl). Alors, pour tout réel a 2 1, on a 

Pour que cette relation soit une égalité, il faut et il sufit que {u, ,  . . ., u,) soit 
- lorsque a > 1, un système orthonormal de q premiers vecteurs propres de 

T* O T ;  
- lorsque a = 1 ,  une base orthonormale d'un sous-espace de H engendré 

par q premiers vecteurs propres de T* O T. 
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En effet, lorsque a > 1, PR+ désignant la fonction caractéristique de R', il 
sufit d'appliquer le corollaire 3.2 a la fonction f: x -+ xa IR+ (x) et a l'opérateur 
T* b T,  après avoir remarqué . que 

rl 4 4 

(T* o Tui 1 ui)" = (Tui 1 Tui)' = 1ITui(l2". 
f=l i= 1 i = l  

Lorsque 6: = 1, il suffit d'appliquer rassertion (ii) du théorème 3.1 à l'opérateur 
T * o T .  ia 

La proposition .. .. suivante . constitue une extension du théorème 3.1: 

- PROPCISITION 3.4. Soient T un é lhen t  de rr, ( H ,  H'), 1; suit e pleine 
décroissante des valeurs singulières non-nnuEEes de T ,  (u, ,  ..., u,] et {u,, ., ., v,} 
deux systèmes orthonormaux de H et H' respectivement (q  =$ cardl). Alors: 

(a) On a 9 Q 

C I(TuiIvi)l C si, 
i =  1 i =  1 

et pour que cette relation soit une égalité, il faut et il sufit que les deux conditions - 

suivantes soient réalisées: 
(i) {ül, .. ., uq) [resp. {u,, .. ., v,)] est une base orthonormale d'un 

sous-espace engendré par q premiers vecteurs propres el ,  . . ., eq [resp. fl , . . ., f,] 
de T* O T [resp. T o  T a ]  ; 

(ii) il existe un nombre complexe E de module 1 tel que 

(b) Pour chaque application convexe g de R+ dans R, on a 

et, si g est strictement convexe, cette relation devient une égalité si et seulement si 
u17 . . . , u, [resp. v,, . . ., vq] sont q premiers vecteurs propres de T*o T [resp. T O T*].  

Démonstrat ion.  (a) Soient F et F les sous-espaces engendrés respec- 
tivement par {u,, . . ., u,} et {v,, . . ., vq}, P et P' les projecteurs orthogonaux de 
H sur-F et de H' sur Fr. Alors, d'après la définition de la nome l l . l l i  (cf. $ 1.3 et 
[7]) et la proposition 2.5, on a 

Toujours en vertu de la proposition 2.5, la dernière inégalité devient une égalité 
si et seulement si P = P, et P' = Pq. Sous cette condition, il suit donc 
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Or, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a 

avec égalité si et seulement si 

3 k j ~ R + :  ( V i ~ { l ,  ..., q)) \ d f , ) ~ ~ ) \  = kj\(ejlui)\. 

Alors, pour chaque j de (1, . .., g ) ,  il vient 

d'où i'on tire kj  = 1. On peut donc écrire 

où les ej sont des complexes de module 1. 
Il en découle que maximiser z!'=, \(TU, 1 vJ1 revient à maximiser 

or, cette dernière expression n'est maximum que si tous les E~ sont égaux à un 
même complexe e (de module 1). Il en résulte que x:=, I ( T u ~  1 vi)l est maximum 
(et égal à zf=, si) si et seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées: 

(i) P = PP, et Pr = Pi ;  
(ii) il existe un complexe E de module 1 tel que 

(b) Quitte à procéder à une re-indexation, on peut supposer que la suite 
{\TU, ) vil)i= l , . . . ,q  est décroissante. La proposition 1.2 appliquée à l'inbgalité (a) 
conduit alors aussitôt à l'inégalité (b), et, si g est strictement convexe sur R+, 
une telle inégalité devient une égalité si et seulement si 

( V i ~ { l ,  ..., q})  ~ ( T u ~ ~ v ~ ) ~  = s i .  - 
Or, l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne, pour tout i de {l,  .. ., q): 

I(T!ui 1 vi)(2 < (ITuiIIZ = (T* O Tui 1 ui) < si2 
et 

2 \(Tui 1 vi)I2 < ((T*vi((' = (To T*vi ( vi) < si . 
Il en résulte que, pour que I ( T u ~  1 vi)l = si, il faut et il suffit que 

(T* O Tu, 1 ui} = ( T o  T* v i  1 v i) = sz ,  

et la relation (b) est donc une égalité si et seulement si u,, ..., u, [resp. 
v, ,  . . ., v,] sont q premiers vecteurs propres orthonormés de T* O T [resp. 
T O T * ] .  ia 



218 A. Pousse et J.-J. Téchcné 

Enfin, désignant par det (T* O Tu, ( uj)i,j= ,,.., le déterminant de la matrice 
a q lignes et q colonnes 

((T* 0 Tui I uj)i,j= i,...,q)i 

nous avons la 

PROPOSITION 3.5. Si Test un éliment de O, (H, H') de rang supérimr ou igal 
d q donné, la suite pleine décroissante des valeurs singulières non-nulles de 
T et 9, la famille des systèmes orthonormaux de q vecteurs de H, on a 

u 

pour bue ce maximum soit atteint, il fawt et il sufit que {uj)j=l,,..,, soit une base 
orthonwrnafe d'un sous-espace F de H engendré par q premiers vecteurs propres 
de T* O T. 

-En effet, on sait que (cf. [4], [7]): 
U 

max{det(T*o Tuil uj)i,j=l ,,,,, @ :  (uj} j=l  ..... p ~ q ]  < fl 
i = l  

Si F est le sous-espace engendré par { u ~ ) ~ , ~ , , , , , ~ ,  P le projecteur orthogonal de 
H sur F et {pj}j,,,.~,,q la suite pleine décroissante des q premiéres valeurs 
propres non-nulles de P O T* o TOP, il vient 

a 

Or, les assertions (i) et (ii) du th20rémë 2.2 indiquent successivement que 

(b ' i~(1,  ..., q)) O < bi <si? 

(ce qui redonne immédiatement le résultat rappelé ci-dessus) et que pi = s? 
pour tout i de (1, . .., q) si et seulement si F est engendré par q premiers 
vecteurs propres de T* O T, ce qui permet de conclure. i 

Remarque.  On notera que, si T est un élément auto-adjoint de a, ( H ) ,  
ce corollaire peut s'appliquer à l'opérateur Ti/'. Le maximum cherché est alors 
atteint si et seulement si ( u ~ } ~ , ~ , . , , , ~  est une base orthonormale d'un sous- 
:espace engendré par q premiers vecteurs propres de T. 

i 3 .  Propriétés spécifiques de la dimension finie. Considérons un opérateur 
compact T de H dans H'. Le théorème 3.1 appliqué à l'opérateur T* O T in- 
dique que, pour tout élément {ul, . . . , ug) de l'ensemble 9, des systèmes de 
q vecteurs orthonormaux de H (q < cardJ), on a 

k k 

(Vk<q) ( ~ * o ~ u , i u , ) <  x s f .  
i = l  i=l  

Par suite, si f est une fonction de Rg dans R vérifiant les hypothèses de 
la -proposition 1.3, on a, après re-indexation éventuelle de la suite 
{(T* o Tu, 1 u,): i = 1, . . ., q }  de manière à ce qu'elle soit décroissante 

f [(T* 0 Tul lu1), . . ., (T* O Tu, I u,)] < f (s?, . . ., si). 
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Pour que cette relation soit une égalité, il faut et il suffit que, pour tout i de 
( 1 ,  . . ., q ) ,  on ait (T* o Tui 1 ui) = s?, ce qui équivaut A dire que (u,, . . ., u,} est 
une famille orthonormée de q premiers vecteurs propres de T* o T. 

Relevons d'autre part que, conformément à la remarque qui suit la propo- 
sition 1.3, on peut remplacer I'hypothése af/8x, > O par l'hypothèse 

Si H est de dimension finie k et si l'on prend q = k ,  cette condition est vérifiée 
b a r  définition même de IIT* o TII,); de plus, si Test de rang k, alors les réels 
(T* O  TU^ 1 uij et si sont positifs pour chaque i. 

Nous énoncerons ainsi la 

PROPOSITION 3.6. Soient T un opérateur injectjfde H ,  espace de Hilbert de 
dimension $nie k ( k  2 11, dans H', et f une application de Rk dans R admettant 
des dérivées partielles continues vérrJiant la condition 

sur l'ouvert 
D = ((xl, .,., x k ) f R k :  x1 > ... > xk > 0). 

Alors, on a 

et pour que ce maximum soit &teint, il faut et il sufit que (u,, . . . , uk) soit une 
base orthonornaale de H formée de vecteurs propres de T* O T. 

Etant donnés deux entiers naturels n et k vérifiant 1 d n < k, considérons 
maintenant la fonction symétrique élémentaire Sn qui à tout (x,, . . ., x,) de Rk 
associe le réel 

Sn(x1, xk) = C xil . .. xi,. 
1 < i l <  ... <i,<k 

Du théorème précédent, on déduit alors le 

COROLLAIRE 3.7. Soient T un opérateur auto-adjoint positif injectif défini 
sur un espace de Hilbert de dimension finie k 2 2,  et {Ai)i=l,...,k la suite pleine 
décroissante des valeurs propres de T. Alors, pour tout { u ~ ) ~ = ~ , . . . , ~  de 9, et tout 
entier n de (2 ,  . . ., k } ,  on a 

Pour que cette relation soit une égalité, il faut et il sufit que {u~)~=, , . . . ,~  soit une 
base orthonormale de H formée de vecteurs propres de T. 

Démons t r a t ion .  L'application f = -Sn vérifie les hypothèses de la 
proposition 3.6 qui, appliquée à l'opérateur Tl1' donne aussitôt le résultat. 
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En effet, on a 

+ S n ( ~ l ,  W . . ,  X i - 1 ,  X i + l ,  . a - ,  ~ k ) i  

d'où I'on tire que 

et, si xi > X i + ~ i  que 

Remarque. Lorsque n = k, on obtient en particulier: 

ce minimum étant atteint uniquement si { u ~ ] ~ = , , , . . , ,  est une base orthonormale 
de W formée de vecteurs propres de T 

Par application de la proposition 3.6 à l'opérateur TlJ2 et à la fonction 
f de Hlk dans R qui a tout (xi, .. ., x& associe Eivj lxi-xjla, on obtient le 

COROLLAIRE 3.8. Sous les hypothèses du corollaire 3.7 et pour tout réel 
a 2 1, on a 

te maximum étant atteint uniquement lorsque (ui) i , l , . . . , ,  est une base orthonor- 
male de H f o r d e  de vecteurs propres de 1: 

Re rn arq ue. Lorsque a = 2 ,  ce résultat peut se déduire directement du 
corollaire 3.7, puisque l'on a 
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