
Wrocªaw, 3 lutego 2020

DODATKOWA LISTA ZADA� DO TRENINGU PRZED EGZAMINEM

1. Udowodnij, »e
1√
1
+

1√
2
+

1√
3
+ ...+

1√
n
≥
√
n.

2. Dowie±¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej n zachodzi nierówno±¢

n∑
i=1

i5 <
n3(n+ 1)3

6
.

3. Przy odpowiednich zaªo»eniach na n, k (takich, »e wszystkie symbole istniej¡), udo-

wodnij wzory:

(a) (
n

k

)
=
n

k

(
n− 1

k − 1

)
,

(b)
n∑

k=m

(
k

m

)
=

(
n+ 1

m+ 1

)
,

(c)
n∑
k=1

k

(
n

k

)
= n2n−1,

4. Dowied¹, »e liczba
√√

7−
√
5 jest niewymierna.

5. Dowied¹, »e nie istnieje liczba wymierna q speªniaj¡ca równo±¢

qq = 5 .

6. Liczby a+ b, b+ c i c+a s¡ wymierne. Czy mo»emy st¡d wnioskowa¢, »e liczby a, b, c

s¡ wymierne?

7. Znajd¹ kresy zbioru {
m2 + 5n2

mn
: m,n ∈ N

}
.

8. Oblicz granice nast¦puj¡cych ci¡gów (zbadaj te» granice niewªa±ciwe):

(a) √
3n + n2√

3n + 2n + 1

(b)

n2 + 1

n3 + 1
+
n2 + 2

n3 + 2
+
n2 + 3

n3 + 3
+ ...+

n2 + n

n3 + n

(c)
n!

n22

9. Oblicz granic¦

lim
n→∞

n∑
k=1

n3 + k

n4 + (−1)k · k2
.

10. Z de�nicji oblicz

lim
n→∞

2n2 + 5

3n2 + n+ 1
.

Marcin Preisner [ preisner@math.uni.wroc.pl ] .

1



2 DODATKOWA LISTA ZADA� DO TRENINGU PRZED EGZAMINEM

11. Poka», »e nast¦puj¡cy ci¡g jest zbie»ny

n∏
k=1

(
1− 1

(k + 1)3

)
.

12. Oblicz

lim
n→∞

n∑
k=1

1√
n2 + k

.

13. Oblicz

lim
n→∞

n

n∑
k=1

1

(n+ k)2
.

(a)
∞∑
n=1

2 · 5 · 8 · ... · (3n− 1)

1 · 5 · 9 · ... · (4n− 3)

(b)
∞∑
n=1

2n

n4

(c)
∞∑
n=1

(
n

2n+ 1

)n
14. Zbadaj zbie»no±¢ i bezwzgl¦dn¡ zbie»no±¢ nast¦puj¡cych szeregów:

(a)
∞∑
n=1

n+ 2

n(n+ 1)
(−1)n

(b)
∞∑
n=1

(−1)n√
n

(
1 +

(−1)n√
n

)
15. Dla jakich x ∈ R szereg

∞∑
n=1

cos(3nx) arctann√
n

jest zbie»ny?

16. Dla których warto±ci parametrów a, b funkcja f okre±lona wzorem

f(x) =


x dla x < 1

x2 + ax+ b dla 1 ≤ x < 2

x+ 3 dla 2 ≤ x

jest ci¡gªa?

17. Zaªó»my, »e dla ka»dego x 6= 0 funkcja f(x) ma wªasno±¢ f(x/
√
n) → 0 gdy n → ∞.

Czy funkcja f ma granic¦ zero w punkcie zero?

18. Oblicz granic¦

lim
x→π

sinx

π − x
.

19. Znajd¹ funkcj¦ odwrotn¡ do arcsinh(x) = (ex − e−x)/2.
20. Skonstruuj funkcj¦ nieci¡gª¡ we wszystkich punktach postaci n+ 1/n dla n ∈ N.
21. Do podanych f , x0 i ε dobra¢ takie δ, aby

∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) |f(x)− f(x0)| < ε

(a) f(x) = 1/x, x0 = 4, ε = 1/100

(b) f(x) =
√
x, x0 = 30, ε = 1/10
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22. Czy warunek

∀δ ∈ (0, 1)∃κ > 0∀x, y ∈ D
(
|x− y| < κ2 =⇒ f(x)− f(y) < −(ln δ)−1

)
jest równowa»ny jednostajnej ci¡gªo±ci funkcji f na zbiorze D?

23. Czy funkcja ex jest jednostajnie ci¡gªa na przedziaªach (−∞, 0], [−1, 1], [0,∞). Uza-

sadnij odpowiedzi.

24. Udowodnij, »e funkcja f(x) = x−1/2 nie jest jednostajnie ci¡gªa na (0, 1].

25. Dowie±¢, »e równanie

x1000000 + 2 = (1, 000001)x

ma co najmniej jedno rozwi¡zanie rzeczywiste. Wskaza¢ konkretny (by¢ mo»e niepo-

trzebnie du»y) przedziaª, w którym znajduje si¦ rozwi¡zanie.

26. Dowie±¢, »e równanie

x2 = 25π2 · cos
(
x3
)

ma wi¦cej ni» 1000 rozwi¡za« rzeczywistych.

27. Poka», »e funkcja tghx = sinhx
coshx jest odwracalna na caªej prostej. Znajd¹ funkcje

pochodne funkcji tgh i jej odwrotnej.

28. Wyznaczy¢ asymptoty funkcji f okre±lonej wzorem

f(x) = log4(2
x + 8x)

29. Oblicz

lim
x→+∞

(
1 +

1

xx

)(x+1)x

lim
x→+∞

(
1 +

1

xx

)(x+1)x+1

30. Wyznacz przedziaª zbie»no±ci szeregów pot¦gowych:

(a)

∞∑
n=0

50nx2n+5

(b)

∞∑
n=1

x2n√
n2 + n− n

(c)

∞∑
n=1

(2n)!xn

(n!)3

(d)

∞∑
n=1

2n+7x6n√
n

(e)

∞∑
n=1

n!x2
n

(f)

∞∑
n=1

(54n+ 1)nx3n

(81n+ 2)n

(g)

∞∑
n=1

10n
2
xn

3

(h)

∞∑
n=1

(
3n
n

)
xn

n2

31. Obliczy¢ promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego

(a)

∞∑
n=0

n!xn
2

(b)

∞∑
n=0

(
n+ 10

n

)
xn

32. Poda¢ przykªad dwóch szeregów pot¦gowych o promieniach zbie»no±ci 1, których suma

jest szeregiem pot¦gowym o promieniu zbie»no±ci 2.

33. Niech f(x) =
5
√
x4. Oblicz z de�nicji f ′(3).

34. Oblicz granice:

(a) lim
x→0

ee
x − e
x

(b) lim
x→0

2 cosx− x2 − 2

x sinx− x2

(c) lim
x→2

xx − 4

x− 2
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35. Czy funkcja f(x) = x3 sin
(

1
x2

)
(x > 0), f(0) = 0 jest ró»niczkowalna? Czy jest klasy

C1 (pochodna ci¡gªa)?

36. Rozwi« w szereg Taylora w punkcie x = 0 funkcje

x3 cos(x2)

ln(1 + x4)

f(x) =
2 cosx− 2

x2
(f(0) = 0)

37. Oszacuj bª¡d przybli»enia

ex ' 1 + x+ x2/2 + ...+ xn/(n!) (x ∈ [0, 1])

√
1 + x ' 1 +

x

2
− x2

8
(x ∈ [0, 1])

38. Znajd¹ wymiary prostok¡ta bez jednego boku, który ma dªugo±¢ trzech boków równ¡

60 cm oraz najwi¦ksz¡ mo»liw¡ powierzchni¦ (po domkni¦ciu).

39. Rysujemy prostok¡t pod wykresem sinusoidy na odcinku [0, π] i nad osi¡ Ox. Znajd¹

najwi¦ksze mo»liwe pole takiego prostok¡ta.

40. Zbadaj zbie»no±¢ jednostajn¡ szeregów funkcyjnych
∞∑
n=1

e−
3√nx4 .

∞∑
n=1

sin(nx)

n2 + x2

∞∑
n=1

n2x2e−n
2|x|

41. Czy funkcja ci¡gªa na R, która ma granice w ±∞ jest jednostajnie ci¡gªa?

42. Oblicz granic¦

lim
n→∞

1 · 3 · 5 · ... · (2n− 1)
( e

2n

)n


