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Operator Bessela

Dla ustalonego parametru a > 0 rozważamy przestrzeń miarow ↪a X = (0,∞),
gdzie dµ(x) = xadx .

Operator Bessela

eLf (x) = − d2

dx2
f (x)− a

x

d

dx
f (x), x > 0

ma jedyne przed lużenie samosprz ↪eżone z C∞c (0,∞) na g ↪est ↪a podprzestrzeń

L2(X ) (nadal oznaczane eL).

Pó lgrupa Tt = e−teL generowana przez operator eL jest zadana przez

eTt f (x) =

Z
R+

eTt(x , y)f (y)dµ(y), (x > 0),

eTt(x , y) = (2t)−1 exp

„
−x2 + y 2

4t

«
I(a−1)/2

“xy

2t

”
(xy)−(a−1)/2.
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ma jedyne przed lużenie samosprz ↪eżone z C∞c (0,∞) na g ↪est ↪a podprzestrzeń
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Pó lgrupa Tt = e−teL generowana przez operator eL jest zadana przez

eTt f (x) =

Z
R+

eTt(x , y)f (y)dµ(y), (x > 0),

eTt(x , y) = (2t)−1 exp

„
−x2 + y 2

4t

«
I(a−1)/2

“xy

2t

”
(xy)−(a−1)/2.

Marcin Preisner Charakteryzacja operatorami Riesza przestrzeni Hardy’ego



Operator Laguerre’a

Na tej samej przestrzeni miarowej X = {(0,∞), µ} dany jest operator
Laguerre’a

Lf (x) = − d2

dx2
f (x)− a

x

d

dx
f (x) + x2f (x), (x > 0)

również z rozszerzeniem samosprz ↪eżonym na g ↪est ↪a podprzestrzeń L2(X ).

Podobnie jak w przypadku operatora Bessela generuje on pó lgrup ↪e e−tL zadan ↪a
przez

Tt f (x) =

Z ∞
0

Tt(x , y)f (y)dµ(y),

Tt(x , y) =
2e−2t(xy)−(a−1)/2

(1− e−4t)
exp

„
−1

2

1 + e−4t

1− e−4t
(x2 + y 2)

«
I(a−1)/2

„
2e−2t

1− e−4t
xy

«
.
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Transformaty Riesza na L1(X )

Ustalmy f ∈ L1(X ). Odpowiednikiem klasycznej transformaty Riesza w tym
wypadku s ↪a (formalnie):

eRf =
d

dx
eL−1/2f oraz Rf =

„
d

dx
+ x

«
L−1/2.

Używaj ↪ac wzoru
√
πA−1/2 =

R∞
0

e−tA dt√
t

możemy transformaty Riesza
zdefiniować nast ↪epuj ↪aco:

eRf =

Z ∞
0

d

dx
eTt f

dt√
t
,

Rf =

Z ∞
0

„
d

dx
+ x

«
Tt f

dt√
t
.

Powyższa definicja wymaga doprecyzowania, ponieważ powyższe operatory s ↪a

singularne. Można to zrobić pokazuj ↪ac, że funkcje Rεf =
R ε−1

ε
d
dx

Tt f
dt√

t

należ ↪ace do L1(X ) maj ↪a granic ↪e (dystrybucyjn ↪a) lub pokazać, że j ↪adro
R(x , y) =

R∞
0

d
dx

Tt(x , y) dt√
t

zadaje dla f ∈ L1(X ) operator ’cz ↪eści g lównej’ -

PV (również dystrybucyjnie).
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J ↪adro Riesza zwi ↪azanego z operatorem Bessla

Oznaczmy sta le

A = A(a) = − 2Γ(1 + a/2)

Γ((1 + a)/2)
= −2γ1

γ2
, B = B(a) = −a + 1√

π
.

oraz L1-dylatacje hy (x) = y−a−1h(x/y). Nast ↪epuj ↪acy lemat opisuje j ↪adro
Riesza zwi ↪azane z operatorem Bessela.

Lemat
Niech A,B b ↪ed ↪a jak wyżej. Wtedy dla x 6= y mamy

eR(x , y) =
A− B

xa+1 + y a+1
+

B

xa+1 − y a+1
+ hy (x),

gdzie
h ∈ L1(X ) and |h(x)− A + 2B| ≤ Cx for x ≤ 1.
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Szkic dowodu

Uzywaj ↪ac znanych wzorów na różniczkowanie i przesuni ↪ecie w argumencie
funkcji Bessela dostajemy

eR(x , 1) =−
Z ∞

0

(2t)−2 exp

„
−x2 + 1

4t

«
x−(α−3)/2I(α−1)/2

“ x

2t

” dt√
t

+

Z ∞
0

(2t)−2 exp

„
−x2 + 1

4t

«
x−(α−1)/2I(α+1)/2

“ x

2t

” dt√
t

=

Z ∞
0

eR1(x ; t)dt +

Z ∞
0

eR2(x ; t)dt

orazZ ∞
0

d

dx
Tt(x , 1)

dt√
t

= −(x − 1)

Z ∞
0

(2t)−2 exp

„
−x2 + 1

4t

«
x−

α−1
2 I α−1

2

“ x

2t

” dt√
t

+

Z ∞
0

(2t)−2 exp

„
−x2 + 1

4t

«
x−

α−1
2

“
I α+1

2
− I α−1

2

”“ x

2t

” dt√
t

=

Z ∞
0

R3(x ; t)dt +

Z ∞
0

R4(x ; t)dt.
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Szkic dowodu, c.d.

Analiz ↪e dzielimy na 3 przypadki:

I 0 < x < 1/2 - korzystamy z pierwszego rozk ladu,

I 1/2 < x < 3/2 - korzystamy z drugiego rozk ladu,

I 3/2 < x <∞ - korzystamy z pierwszego rozk ladu.

Przyk lad: x > 3/2...

Definiujemy h(x) = eR(x , 1)− A−B
xa+1+1

− B
xa+1−1

. Z oszacowań wynikaj ↪a w lasności:

h ∈ L1(X ), h(x) = A− 2B + O(x) (x ∼ 0).

Dla dowolnego y > 0 teza lematu wynika z jednorodności...

eR(x , y) = y−a−1eR „x

y
, 1

«
.
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J ↪adro Riesza zwi ↪azanego z operatorem Laguerre’a

Definiujemy funkcj ↪e

ρ(y) = χ(0,1)(y) +
1

y
χ[1,∞)(y).

Niech φ b ↪edzie funkcj ↪a wycinaj ↪ac ↪a, tzn.

φ ∈ C∞c (−2, 2), φ(x) = 1 for |x | ≤ 3/2.

Lemat
Niech A i B b ↪ed ↪a sta lymi zdefiniowanymi poprzednio. J ↪adro R(x , y) można
zapisać w postaci

R(x , y) = φ

„
x − y

ρ(y)

«„
B

xa+1 − y a+1
+

(A− B)

xa+1 + y a+1

«
+ g(x , y),

gdzie

sup
y>0

Z ∞
0

|g(x , y)|dµ(x) <∞.
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Szkic dowodu

Podobnie jak wcześniej liczymy pochodn ↪a pó lgrupy i zapisujemy j ↪adro R(x , y)

w dwóch wersjach (θ = 2e−2t

1−e−4t xy):

R(x , y) =

Z ∞
0

T [1](x , y)
dt√

t
+

Z ∞
0

T [2](x , y)
dt√

t

=

Z ∞
0

T [3](x , y)
dt√

t
+

Z ∞
0

T [4](x , y)
dt√

t
,

gdzie

T
[1]
t (x , y) =

„
2e−2t

1− e−4t

«2

y(xy)−
a−1

2 exp

„
−1 + e−4t

1− e−4t

x2 + y 2

2

«
I a+1

2
(θ) ;

T
[2]
t (x , y) = −2e−2t(1 + e−4t)

(1− e−4t)2
x(xy)−

a−1
2 exp

„
−1 + e−4t

1− e−4t
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2

«
I a−1

2
(θ) ;
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[3]
t (x , y) = −2e−2t(1 + e−4t)
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2 (x − y) exp

„
−1 + e−4t

1− e−4t
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I a−1

2
(θ) ;
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[4]
t (x , y) =
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1− e−4t
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a−1
2 exp

„
−1 + e−4t

1− e−4t

x2 + y 2

2

«
 

2e−2t

1− e−4t
I a+1

2
(θ)− 1 + e−4t

1− e−4t
I a−1

2
(θ)

!
.
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Szkic dowodu
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Szkic dowodu, c.d.

Analiz ↪e dzielimy na przypadki x < y/2, y/2 < x < 2y , x > 2y (w środkowym
stosujemy drugi rozk lad). Dodatkowo osobno badamy x , y < 1, max(x , y) > 1.

Istotna okazuje si ↪e zamiana

exp

„
−1 + e−4t

1− e−4t

x2 + y 2

2

«
I(a+1)/2

„
2e−2t

1− e−4t
xy

«„
2e−2txy

1− e−4t

«1/2

= exp

„
−1 + e−4t

1− e−4t

(x − y)2

2

«
exp

„
− (1− e−2t)2

1− e−4t
xy

«
U(a+1)/2

„
2e−2txy

1− e−4t

«
,

gdzie
Uα(x) = Iα(x)

√
xe−x = (2π)−1/2 + O(1/x), x ∼ ∞.
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Definicje dystrybucyjne

Za zbiór funkcji testowych przyjmujemy

Ω(X ) =
n
ψ ∈ C∞(0,∞)

˛̨
∀n ∈ Z, k ∈ N ‖xnψ(k)(x)‖∞ <∞

o
.

Dzia lanie funkcji f ∈ Lp(X ) na funkcji testowej jest zdefiniowane naturalnie,
tzn. < f , ψ >=

R∞
0

f ψ dµ.

Dla f ∈ L1(X ), ψ ∈ Ω(X ) definiujemy

< eRf , ψ >=< f , eR∗ψ >, eR∗ψ(y) = lim
ε→0

Z
|x−y|>ε

eR(x , y)ψ(x)dµ(x).

Alternatywnie możemy również przedstawić eRf jako granic ↪e funkcji z L1(X ):

< eRf , ψ >= lim
ε→0

<

Z ε−1

ε

d

dx
eTt f

dt√
t
, ψ > .

Oba powyższe wzory definiuj ↪a t ↪e sam ↪a dystrybucje. W dodatku

‖ eR∗ψ‖∞ + ‖eR∗ψ‖∞ ≤ Cψ.
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Definicje dystrybucyjne (c.d.)

W konteście rozwini ↪ecia Laguerre’a jest podobnie. Dla f ∈ L1(X ), ψ ∈ Ω(X ),

< Rf , ψ >=< f ,R∗ψ >, R∗ψ(y) = lim
ε→0

Z
|x−y|>ε

R(x , y)ψ(x)dµ(x).

Powyższy wzór prawid lowo definiuje dystrybucj ↪e oraz

‖R∗ψ‖∞ ≤ Cψ.
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Przestrzeń Hardyego H̃1(X ) zwi ↪azana z operatorem
Bessela

W pracy
• J.J. Betancor, J. Dziubański, J.L. Torrea, On Hardy spaces associated with
Bessel operators, J. Anal. Math. 107 (2009), 195–219.

zosta la opisana przestrzeń Hardy’ego eH1(X ) poprzez nast ↪epuj ↪ace twierdzenie:

Twierdzenie
Dla f ∈ L1(X ) nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne

f ∈ eH1
at(X ) ⇐⇒ eRf ∈ L1(X ) ⇐⇒ sup

t>0
|eTt f | ∈ L1(X ).

Ponadto

‖f ‖eH1
at (X ) ∼

“
‖f ‖L1(X ) + ‖eRf ‖L1(X )

”
∼
‚‚‚ sup

t>0
|eTt f |

‚‚‚
L1(X )

.
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zosta la opisana przestrzeń Hardy’ego eH1(X ) poprzez nast ↪epuj ↪ace twierdzenie:

Twierdzenie
Dla f ∈ L1(X ) nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne

f ∈ eH1
at(X ) ⇐⇒ eRf ∈ L1(X ) ⇐⇒ sup

t>0
|eTt f | ∈ L1(X ).

Ponadto

‖f ‖eH1
at (X ) ∼

“
‖f ‖L1(X ) + ‖eRf ‖L1(X )

”
∼
‚‚‚ sup

t>0
|eTt f |

‚‚‚
L1(X )

.

Marcin Preisner Charakteryzacja operatorami Riesza przestrzeni Hardy’ego



Rok lad atomowy H̃1(X ).

Atomem przestrzeni eH1
at(X ) nazywamy funkcje a spe lniaj ↪ac ↪a warunki:

Definicja

(i) supp(a) ⊆ I ⊆ (0,∞) dla pewnego przedzia lu I ,

(ii) ‖a‖∞ ≤ µ(I )−1,

(iii)
R∞

0
a(x)dµ(x) = 0.

Z definicji, f ∈ eH1
at(X ), gdy f =

P
j λjaj , gdzie λj s ↪a skalarami, natomiast aj

atomami, przy czym:
P

j |λj | <∞.

Norm ↪e tej przestrzeni Banacha zadajemy przez

‖f ‖eH1
at (X ) = inf

X
j

|λj |,

gdzie infimum jest wzi ↪ete po powyższych rozk ladach.
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Lokalna przestrzeń Hardyego h̃1,m(X ) zwi ↪azana z
operatorem Bessela

Przestrzeń Hardy’ego H1(X ) dla operatora Laguerre’a b ↪edziemy porównywać ze

(”znan ↪a”) przestrzeni ↪a
eH1(X ) zwi ↪azan ↪a z operatorem Bessela. Dok ladniej, z

lokaln ↪a, przeskalowan ↪a przestrzeni ↪a Hardy’ego eh1,m(X ), której definicj ↪e i opis
zamieszczamy poniżej.

Niech φ b ↪edzie funkcj ↪a wycinaj ↪ac ↪a zdefiniowan ↪a wcześniej. Wtedy

< ermf , ψ >=< f , (erm)∗ψ >, (erm)∗ψ(x) = P.V .

Z ∞
0

eR(x , y)φ
“x − y

m

”
ψ(x)dµ(x)

jest dobrze zdefiniowane i spe lnia ‖(erm)∗ψ‖∞ ≤ Cψ,m.

Lemat
Operatory erm s ↪a ograniczone na L2(X ) ze sta l ↪a niezależn ↪a od m.
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Marcin Preisner Charakteryzacja operatorami Riesza przestrzeni Hardy’ego
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Opis h̃1,m(X )

Lokaln ↪a przestrzeni ↪a Hardy’ego eh1,m(X ) nazywamy podprzestrzeń L1(X )
sk ladaj ↪ac ↪a si ↪e z funkcji f dla których ermf ∈ L1(X ).

Atomem tej przestrzeni nazywamy funkcj ↪e a spe lniaj ↪ac ↪a:

(i) supp(a) ⊆ I = B(y0, r) ⊆ (0,∞), r ≤ m,

(ii) ‖a‖∞ ≤ µ(I )−1,

(iii) if r ≤ m/4, then
R∞

0
a(x)dµ(x) = 0.

Twierdzenie
Za lóżmy, że f ∈ L1(X ). Wtedy ermf ∈ L1(X ) wtedy i tylko wtedy, gdy istniej ↪a

λj ∈ C oraz aj b ↪ed ↪ace eh1,m(X )-atomami, takie że f =
P∞

j=1 λjaj , gdzieP∞
j=1 |λj | <∞.

Ponadto, można wybrać {λj}j , {aj}j , dla których

C−1
∞X
j=1

|λj | ≤ ‖f ‖L1(X ) + ‖ermf ‖L1(X ) ≤ C
∞X
j=1

|λj |,

gdzie C jest niezależna m > 0.
Jeśli w dodatku za lożymy, że supp(f ) ⊆ I = B(y0, r), |I | ≤ m, to można
przyj ↪ać, że atomy maj ↪a nośniki w 4

3
I .
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Jeśli w dodatku za lożymy, że supp(f ) ⊆ I = B(y0, r), |I | ≤ m, to można
przyj ↪ać, że atomy maj ↪a nośniki w 4

3
I .
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Atomy dla przestrzeni H1(X ) i g lówne twierdzenie

Funkcj ↪e a nazywamy H1(X )−atomem, gdy:

(i) supp(a) ⊆ I ⊆ (0,∞) dla odcinka I = B(y0, r), r ≤ ρ(y0),

(ii) ‖a‖∞ ≤ µ(I )−1,

(iii) if r ≤ ρ(y0)/4, then
R∞

0
a(x)dµ(x) = 0.

Przestrzeń atomow ↪a H1
at(X ) oraz norm ↪e ‖ · ‖H1

at (X ) definiujemy identycznie, jak
wcześniej (jako sumy

P
j λjaj oraz inf

P
j |λj |).

Twierdzenie (g lówne)

Funkcja f ∈ L1(X ) należy do H1
at(X ) wtedy i tylko wtedy, gdy Rf jest w L1(X ).

Ponadto odpowiadaj ↪ace normy s ↪a porównywalne, tzn.

C−1‖f ‖H1
at (X ) ≤ ‖f ‖L1(X ) + ‖Rf ‖L1(X ) ≤ C‖f ‖H1

at (X ).
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Koniec.

Dzi ↪ekuj ↪e za uwag ↪e
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