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Operator Bessela

gdzie du(x) = x?dx.

Dla ustalonego parametru a > 0 rozwazamy przestrzeri miarowa X = (0, c0),
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Operator Bessela

Dla ustalonego parametru a > 0 rozwazamy przestrzen miarowa X = (0, 00),
gdzie du(x) = x?dx.

Operator Bessela
~ d? ad

ma jedyne przedtuzenie samosprzezone z C2°(0, c0) na gesta podprzestrzen
L*(X) (nadal oznaczane L).

Marcin Preisner Charakteryzacja operatorami Riesza przestrzeni Hardy'ego



Operator Bessela

Dla ustalonego parametru a > 0 rozwazamy przestrzen miarowa X = (0, 00),
gdzie du(x) = x?dx.

Operator Bessela
~ d? ad

ma jedyne przedtuzenie samosprzezone z C2°(0, c0) na gesta podprzestrzen
L*(X) (nadal oznaczane L).

Pétgrupa T: = e X generowana przez operator L jest zadana przez

Tir(x) = [ Tn)f)dun. (x>0)

2 2
= _ x- + X —(e—
Te(x,y) = (2t) " exp (— 4ty )/(371)/2 (%) (xy) "GV,
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Operator Laguerre’a

Laguerre’a

Na tej samej przestrzeni miarowej X = {(0, c0), u} dany jest operator

Marcin Preisner

=] =

Charakteryzacja operatorami Riesza przestrzeni Hardy'ego




Operator Laguerre’a

Na tej samej przestrzeni miarowej X = {(0, c0), u} dany jest operator
Laguerre’a

LF(x) = —%f(x) - z%f(x) +X2F(x), (x> 0)

réwniez z rozszerzeniem samosprzezonym na gesta podprzestrzen L2(X).
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Operator Laguerre’a

Na tej samej przestrzeni miarowej X = {(0, c0), u} dany jest operator
Laguerre’a

L) = - 0 = 2L 600 420 (x), (x> 0)
T dx? x dx ’
réwniez z rozszerzeniem samosprzezonym na gesta podprzestrzen L2(X).

t

Podobnie jak w przypadku operatora Bessela generuje on pétgrupe e~ zadana

przez

Tof(x) = /0 T )FO)duly),

26—21: xy —(a—1)/2 11+ e—4t 2e—2t
Te(x,y) = ﬁexp —*ﬁ(ﬁ +¥°) ) fo-1)/2 1_e-aY )"
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Transformaty Riesza na L(X)

Ustalmy f € L'(X). Odpowiednikiem klasycznej transformaty Riesza w tym
wypadku sa (formalnie):

Rf = iz-uzf oraz Rf = 4 +x )LV
dx dx
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Transformaty Riesza na L(X)

Ustalmy f € L'(X). Odpowiednikiem klasycznej transformaty Riesza w tym
wypadku sa (formalnie):

Rf = YT%F oraz Rf= i+x L7Y2,
dx dx

Uzywajac wzoru /7A"Y/2 = I e’tA% mozemy transformaty Riesza
zdefiniowaé nastepujaco:

= *d - dt
Rf= [ =T.f
o dx UVt

*/d dt
Rf = — T:f—.
/0 (dxﬂ) NV
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Transformaty Riesza na L(X)

Ustalmy f € L'(X). Odpowiednikiem klasycznej transformaty Riesza w tym
wypadku sa (formalnie):

Rf = YT%F oraz Rf= i+x L7Y2,
dx dx

Uzywajac wzoru /7A"Y/2 = I e’tA% mozemy transformaty Riesza
zdefiniowaé nastepujaco:

= *d - dt
Rf:/ e
o dx UVt

</ d dt
Rf = < 1.7
/o (dx”) RV

Powyzsza definicja wymaga doprecyzowania, poniewaz powyzsze operatory sa
singularne. Mozna to zrobi¢ pokazujac, ze funkcje R.f = f;i %TJ%
naleiace do ? (X) maja granice (dystrybucyjna) lub pokaza¢, ze jadro

= [ LTe(x,y —tt zadaje dla f € L*(X) operator 'czedci giéwnej’ -
PV (rowmez dystrybuchn|e)
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Jadro Riesza zwiazanego z operatorem Bessla

Oznaczmy state

aM(1+a/2) 2m at1
A=AQ@)=-—==1t32 _ SN p_p)=—
= raran @)=z
oraz [*-dylatacje h,(x) = y~27*h(x/y). Nastepujacy lemat opisuje jadro
Riesza zwiazane z operatorem Bessela.

Marcin Preisner Charakteryzacja operatorami Riesza przestrzeni Hardy'ego



Jadro Riesza zwiazanego z operatorem Bessla

Oznaczmy state

AoA) = XA+ 2n g g 2+l

T((1+a)/2) o’ N

oraz [*-dylatacje h,(x) = y~27*h(x/y). Nastepujacy lemat opisuje jadro
Riesza zwiazane z operatorem Bessela.

Lemat
Niech A, B beda jak wyzej. Wtedy dla x # y mamy

A—-B B

R(X,y) = Xa+1 i ya+1 Xa+1 _ ya+1

+ h)/(X)a

gdzie
hel'(X) and |h(x)—A+2B|<Cx forx<1.
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Szkic dowodu

Uzywajac znanych wzoréw na rézniczkowanie i przesuniecie w argumencie
funkcji Bessela dostajemy
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Szkic dowodu

Uzywajac znanych wzoréw na rézniczkowanie i przesuniecie w argumencie
funkcji Bessela dostajemy

~ x“+1 (a— x\ dt
R(x,1) = / (2t) 2€XP< T) C 2010 (7)

_ +1 X
2¢)2 _X (a— 1/2,a ( )
+ [T ten (<)< o

_/ Ri(x; t)dt+/ Ru(x; t)dt
0 0

e %\
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Szkic dowodu

Uzywajac znanych wzoréw na rézniczkowanie i przesuniecie w argumencie
funkcji Bessela dostajemy

~ x“+1 (a— x\ dt
R(x,1) = / (2t) 2€XP< T) C 2010 (7)

x*+1 —(a—1)/2 X
/(2t exp( W ) lat1))2 (Zt)

_/ Ru(x; t)dt+/ Ru(x; t)dt

0 0

< d dt S X241\ _a-t x\ dt
| dax T:(x, l)ﬁ =—(x— 1)/0 (2t) “exp (f ar ) X2 Iu;1 (2t) T
e’} 2
5 x“+1 —ei X\ dt
+A (2t) exp (— 4t ) X (ch+1 Ia2—1> (E) W

= /OC Rs(x; t)dt + /OOO Ra(x; t)dt.

0
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Szkic dowodu, c.d.

Analize dzielimy na 3 przypadki:
> 0 < x < 1/2 - korzystamy z pierwszego rozktadu,
> 1/2 < x < 3/2 - korzystamy z drugiego rozktadu,

> 3/2 < x < 00 - korzystamy z pierwszego rozktadu.
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Szkic dowodu, c.d.

Analize dzielimy na 3 przypadki:
> 0 < x < 1/2 - korzystamy z pierwszego rozktadu,
> 1/2 < x < 3/2 - korzystamy z drugiego rozktadu,

> 3/2 < x < oo - korzystamy z pierwszego rozktadu.

Przyktad: x > 3/2...
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Szkic dowodu, c.d.

Analize dzielimy na 3 przypadki:
> 0 < x < 1/2 - korzystamy z pierwszego rozktadu,
> 1/2 < x < 3/2 - korzystamy z drugiego rozktadu,
> 3/2 < x < oo - korzystamy z pierwszego rozktadu.
Przyktad: x > 3/2...
Definiujemy h(x) = R(x,1) — A58 — B _ 7 oszacowar wynikaja whasnosci:

xatl{] = xatl_7-

he l'(X), h(x)=A-2B+0(x) (x~0).
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Szkic dowodu, c.d.

Analize dzielimy na 3 przypadki:
> 0 < x < 1/2 - korzystamy z pierwszego rozktadu,
> 1/2 < x < 3/2 - korzystamy z drugiego rozktadu,

> 3/2 < x < oo - korzystamy z pierwszego rozktadu.

Przyktad: x > 3/2...

Definiujemy h(x) = R(x,1) — )ﬁ%lil — x-ﬂi?fr Z oszacowan wynikaja wtasnosci:

he l'(X), h(x)=A-2B+0(x) (x~0).

Dla dowolnego y > 0 teza lematu wynika z jednorodnosci...

R(x,y)=y 'R (5, 1) :
y
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Jadro Riesza zwiazanego z operatorem Laguerre'a
Definiujemy funkcje

1
p(y) = xon(y) + ;xu,m)(y)
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Jadro Riesza zwiazanego z operatorem Laguerre'a

Definiujemy funkcje

1
p(y) = xon(y) + ;xu,m)(y)

Niech ¢ bedzie funkcja wycinajaca, tzn.
¢ € CZ(-2,2), d(x) =1 for x| < 3/2.

Marcin Preisner Charakteryzacja operatorami Riesza przestrzeni Hardy'ego



Jadro Riesza zwiazanego z operatorem Laguerre'a

Definiujemy funkcje

1
p(y) = xon(y) + ;xu,w)(y)

Niech ¢ bedzie funkcja wycinajaca, tzn.
¢ € CZ(-2,2), d(x) =1 for x| < 3/2.

Lemat

Niech A i B beda statymi zdefiniowanymi poprzednio. Jadro R(x,y) mozna
zapisa¢ w postaci

X — B (A— B)
R =0 (52 (oo + s ) +ln)

gdzie
i / 18(x, )| dp(x) < oo.
0

y>0
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Szkic dowodu

Podobnie jak wczesniej Ilczymy pochodna pétgrupy i zapisujemy jadro R(x,y)
w dwéch wersjach (0 = % e,24fxy)

Rix,y)= [ TH(x,y)—= / TR (x,y) =
(x,5) /O (><y)\/f+0 (><y)\/E
= T8 X, ¥Y)— +/ T X, ¥)—,

/O ( y)\/E ; ( y)\/E
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Szkic dowodu

Podobnie jak wczesniej Ilczymy pochodna pétgrupy i zapisujemy jadro R(x,y)
w dwéch wersjach (0 = % e,24fxy)

1) = / h Tm(x,y)% + / - Tm(x,y)%

= TE(x, y)— +/ T (x, y)—,
/0 ( )ﬁ 0 ( )\/E

gdzie
—2¢ 2 —4t 2 2
1 . 2e _a-l l+e " x4y )
T (x,y) = (1_76_“) y(xy)” 2 exp (71—719—‘“ 5 la1 (6);
2e (1 e * a1 14+e M x24y2
Tt[2](X7y) = 74(1 _( oy )X(Xy) 2 exp (771 parr; 5 ) 1351 9);
Zot “at —at 3, 2
B3l - 27 (14 e7%) _a-l l+e " x4y .
Tt (X7y) - (1_ e,4t)2 (Xy) 2 (Xfy) exp 71 et 2 I"”;Zl (0;

. 26721.L gl 1+ef4t X2 +y2
Tt[](X:Y): mﬂx}’) 2 exp 1 e 2

26721‘ 1+ef4t
(1_e’ O) = T—e=a 2 )
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Szkic dowodu, c.d.

Analize dzielimy na przypadki x < y/2, y/2 < x < 2y, x > 2y (w srodkowym
stosujemy drugi rozktad). Dodatkowo osobno badamy x,y < 1, max(x, y) > 1.
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Szkic dowodu, c.d.

Analize dzielimy na przypadki x < y/2, y/2 < x < 2y, x > 2y (w srodkowym
stosujemy drugi rozktad). Dodatkowo osobno badamy x,y < 1, max(x, y) > 1.

Istotna okazuje si¢ zamiana

1+ e % X2+y2 / 2e—2t 2e—2th 1/2
TP\ T1ew g e (T wY) (1-ew

14+ e74t (X _ y)2 (1 _ 672t)2 2e72th
=G0 (_?T TP\ e V) Yo (1o )
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Szkic dowodu, c.d.

Analize dzielimy na przypadki x < y/2, y/2 < x < 2y, x > 2y (w srodkowym
stosujemy drugi rozktad). Dodatkowo osobno badamy x,y < 1, max(x, y) > 1.

Istotna okazuje si¢ zamiana

1+ e % X2+y2 / 2e—2t 2e—2th 1/2
TP\ T1ew g e (T wY) (1-ew

14+ e74t (X _ y)2 (1 _ 672t)2 2e72th
=G0 (_?T TP\ e V) Yo (1o )

gdzie
Ua(x) = lo(x)vxe ™ = (27) 2+ 0(1/x),  x~ .
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Definicje dystrybucyjne

Za zbiér funkcji testowych przyjmujemy
Q(X) = {w € C®(0,00) | VneZ,keN |x"p®(x)]o < oo}.

Dziatanie funkgji f € LP(X) na funkcji testowej jest zdefiniowane naturalnie,
tzn. < f,9 >= fooo fy du.
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Definicje dystrybucyjne

Za zbiér funkcji testowych przyjmujemy
Q(X) = {w € C®(0,00) | VneZ,keN |x"p®(x)]o < oo}.

Dziatanie funkgji f € LP(X) na funkcji testowej jest zdefiniowane naturalnie,
tzn. < f,9 >= fooo fy du.

Dla f € L}(X), 1 € Q(X) definiujemy
<RAw>=<fRo>  Rop)=lm [ Rex)oedu)
ET0 x—y|>e
Alternatywnie mozemy réwniez przedstawié Rf jako granice funkcji z Ll(X):

—1
~ . ¢ dx _dt
<Rf’w>_€|@o</€ &thﬁ’w>'
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Definicje dystrybucyjne

Za zbiér funkcji testowych przyjmujemy
Q(X) = {w € C®(0,00) | VneZ,keN |x"p®(x)]o < oo}.

Dziatanie funkgji f € LP(X) na funkcji testowej jest zdefiniowane naturalnie,
tzn. < f,9 >= fooo fy du.

Dla f € L}(X), 1 € Q(X) definiujemy
<RAw>=<fRo>  Rop)=lm [ Rex)oedu)
ET0 x—y|>e
Alternatywnie mozemy réwniez przedstawié Rf jako granice funkcji z Ll(X):

—1
~ . ¢ dx _dt
<Rf’w>_€|@o</€ &thﬁ’w>'

Oba powyzsze wzory definiuja te sama dystrybucje. W dodatku
IR Ylloo + IR Pllc0 < Cy-
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Definicje dystrybucyjne (c.d.)

W kontescie rozwiniecia Laguerre'a jest podobnie. Dla f € L'(X), 1 € Q(X),

< Rf,ip >=<f,R*) >, R*Y(y) = lim /_ ‘ R(x, y)(x)dp(x).

e—0
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Definicje dystrybucyjne (c.d.)

W kontescie rozwiniecia Laguerre'a jest podobnie. Dla f € L'(X), 1 € Q(X),

< Rf,ip >=<f,R*) >, R*Y(y) = lim /_ ‘ R(x, y)(x)dp(x).

e—0

Powyzszy wzér prawidtowo definiuje dystrybucje oraz
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Przestrzen Hardyego H'(X) zwiazana z operatorem
Bessela

W pracy

e J.J. Betancor, J. Dziubanski, J.L. Torrea, On Hardy spaces associated with
Bessel operators, J. Anal. Math. 107 (2009), 195-219.

zostata opisana przestrzern Hardy'ego Itll(X) poprzez nastepujace twierdzenie:
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Przestrzen Hardyego H'(X) zwiazana z operatorem
Bessela

W pracy
e J.J. Betancor, J. Dziubanski, J.L. Torrea, On Hardy spaces associated with
Bessel operators, J. Anal. Math. 107 (2009), 195-219.

zostata opisana przestrzern Hardy'ego Itll(X) poprzez nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie
Dia f € L*(X) nastepujace warunki sa réwnowazne
feHx(X) <« Rfel’(X) <= sup|T:f]e L}(X).
>0
Ponadto

Il o ~ (1Fllpo + IRF gy ) ~ [|sup Tl
t>0

LX)
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Roktad atomowy H(X).

Atomem przestrzeni Itlgt(X) nazywamy funkcje a spetniajaca warunki:
Definicja

(i) supp(a) € I C (0,00) dla pewnego przedziatu I,
(i) Nlalloo < p(N7*
(i) J;~ a(x)du(x) = 0.
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Roktad atomowy H(X).

Atomem przestrzeni Itlgt(X) nazywamy funkcje a spetniajaca warunki:
Definicja

(i) supp(a) € I C (0,00) dla pewnego przedziatu I,
(ii) flalloc < p(N)7H,
(i) [ a(x)du(x) = 0.

Z definicji, f € H4(X), gdy f = >_; Aiaj, gdzie ) sa skalarami, natomiast a;
atomami, przy czym: 3. [)j] < oo.
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Roktad atomowy H(X).

Atomem przestrzeni Itlgt(X) nazywamy funkcje a spetniajaca warunki:
Definicja

(i) supp(a) € I C (0,00) dla pewnego przedziatu I,
(ii) flalloc < p(N)7H,
(i) [ a(x)du(x) = 0.

Z definicji, f € H4(X), gdy f = >_; Aiaj, gdzie ) sa skalarami, natomiast a;
atomami, przy czym: 3. [)j] < oo.

Norme tej przestrzeni Banacha zadajemy przez
Il x) = 'nfz RYE
J

gdzie infimum jest wziete po powyzszych rozktadach.
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Lokalna przestrzen Hardyego h™(X) zwiazana z
operatorem Bessela

Przestrzen Hardy'ego H*(X) dla operatora Laguerre'a bedziemy poréwnywaé ze
("znana") przestrzenia H'(X) zwiazana z operatorem Bessela. Dokfadniej, z
lokalna, przeskalowana przestrzenia Hardy'ego Zl’m(X), ktorej definicje i opis
zamieszczamy ponizej.
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Lokalna przestrzen Hardyego h™(X) zwiazana z
operatorem Bessela

Przestrzen Hardy'ego H*(X) dla operatora Laguerre'a bedziemy poréwnywaé ze
("znana") przestrzenia H'(X) zwiazana z operatorem Bessela. Dokfadniej, z
lokalna, przeskalowana przestrzenia Hardy'ego Zl’m(X), ktorej definicje i opis
zamieszczamy ponizej.

Niech ¢ bedzie funkcja wycinajaca zdefiniowana wczesniej. Wtedy
~m ~my * ~m * R X—Yy
<SFE A S=<F,(F) Y >, (FT)H() = PV / R(x, )6 (*—2) v(x)du(x)
0

jest dobrze zdefiniowane i spetnia ||(F7)* % |lcc < Cyp,m-
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Lokalna przestrzen Hardyego h™(X) zwiazana z
operatorem Bessela

Przestrzen Hardy'ego H*(X) dla operatora Laguerre'a bedziemy poréwnywaé ze
("znana") przestrzenia H'(X) zwiazana z operatorem Bessela. Dokfadniej, z
lokalna, przeskalowana przestrzenia Hardy'ego Zl’m(X), ktorej definicje i opis
zamieszczamy ponizej.

Niech ¢ bedzie funkcja wycinajaca zdefiniowana wczesniej. Wtedy
~m ~my * ~m * R X—Yy
<SFE A S=<F,(F) Y >, (FT)H() = PV / R(x, )6 (*—2) v(x)du(x)
0

jest dobrze zdefiniowane i spetnia ||(F7)* % |lcc < Cyp,m-

Lemat

Operatory ™ sa ograniczone na L?(X) ze stala niezalezna od m.
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Opis h:m(X)

Lokalna przestrzenia Hardy'ego FI""(X) nazywamy podprzestrzen L'(X)
sktadajaca sie z funkgcji f dla ktérych 7™f € L*(X).

Marcin Preisner

=] =

Charakteryzacja operatorami Riesza przestrzeni Hardy'ego



Opis h:m(X)

Lokalna przestrzenia Hardy'ego h% "™(X) nazywamy podprzestrzeri L'(X)
sktadajaca sie z funkgji f dla ktérych F"f € Ll(X)

Atomem tej przestrzeni nazywamy funkcje a spetniajaca:
(i) supp(a) € I = B(yo,r) € (0,00),r < m,

(ii) llalloe < u(N)7*,

(i) if r < m/4, then [ a(x)du(x) = 0.
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Opis h:m(X)

Lokalna przestrzenia Hardy'ego h% "™(X) nazywamy podprzestrzeri L'(X)
sktadajaca sie z funkgji f dla ktérych F"f € Ll(X)

Atomem tej przestrzeni nazywamy funkcje a spetniajaca:
(i) supp(a) € I = B(yo,r) € (0,00),r < m,

(ii) llalloe < u(N)7*,

(i) if r < m/4, then [ a(x)du(x) = 0.

Twierdzenie

Zatézmy, ze f € L*(X). Wtedy 7"f € L*(X) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
)\j € C oraz aj bedace h“™(X)-atomami, takie ze f = >oi21 Niaj, gdzie

21 ] < oo

Ponadto, mozna wybraé {\;};,{a;};, dla ktdrych

CH3 ol < Wl + 17 Fllscx <CZIAI
j=1

gdzie C jest niezalezna m > 0.
Jesli w dodatku zatozymy, ze supp(f) C | = B(yo, r), || < m, to mozna
przyjaé, ze atomy maja nosniki w %I.
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Atomy dla przestrzeni H*(X) i gtéwne twierdzenie

Funkcje a nazywamy H'(X)—atomem, gdy:

(i) supp(a) C I C (0,00) dla odcinka I = B(yo,r), r < p(y),
(i) lalloo < (D),
(iii) if r < p(y0)/4, then [ a(x)du(x) = 0.
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Atomy dla przestrzeni H*(X) i gtéwne twierdzenie

Funkcje a nazywamy H'(X)—atomem, gdy:
(i) supp(a) C I C (0,00) dla odcinka I = B(yo,r), r < p(y),
(i) llallee < u(1)*,
(iii) if r < p(y0)/4, then [ a(x)du(x) = 0.
Przestrzen atomowa HX.(X) oraz norme || - ll 11, (x) definiujemy identycznie, jak
wezedniej (jako sumy - Ajaj oraz inf 37, [\
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Atomy dla przestrzeni H*(X) i gtéwne twierdzenie

Funkcje a nazywamy H'(X)—atomem, gdy:

(i) supp(a) C I C (0,00) dla odcinka I = B(yo,r), r < p(y),
(i) lalloo < (D),

(iii) if r < p(y0)/4, then [ a(x)du(x) = 0.

Przestrzen atomowa HX.(X) oraz norme || - ll 11, (x) definiujemy identycznie, jak
wezedniej (jako sumy > 7 Ajaj oraz inf 3 [Aj]).

Twierdzenie (gtéwne)

Funkcja f € L*(X) nalezy do H%(X) wtedy i tylko wtedy, gdy Rfjest w L'(X).
Ponadto odpowiadajace normy sa porownywalne, tzn.

C Il 0y < I3y + IRl < CllFllg -
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Koniec.

Dziekuje za uwage
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