Uniwersytet Wroclawski
Wydzial Matematyki i Informatyki
Instytut Matematyczny
specjalnosé: matematyka teoretyczna

MARCIN PREISNER

Twierdzenie mnoznikowe dla transformaty
Hankela na przestrzeni Hardy’ego H'

Praca magisterska
napisana pod kierunkiem
dr hab. Jacka Dziubarskiego

WROCLAW 2008



Spis tresci

Rozdzial 1. Wstep

Rozdziat 2.  Operatory dodatnie
2.1. Operator dodatni samosprzezony
2.2. Potegi operatora dodatniego i ich przyblizenia

Rozdzial 3. Operator Laplace’a
3.1. Definicja operatora A
3.2. Pélgrupa ciepta Hy
3.3. Dziedzina w L*(R)
3.4. Transformata Fouriera
3.5. (—A)P jako catka singularna dla 3 € (0, 1)
3.6. Istotna samosprzezonogé (—A)P
3.7. Opis dziedziny operatora (—A)?

Rozdzial 4. Operator Bessela
4.1. Definicja operatora L
4.2. Polgrupa T;
4.3. Dziedzina w L*(R*, du)
4.4. Transformata Hankela
4.5. Opis dziedziny operatora L
4.6. Uogdlnione przesuniecie i splot
4.7. Szacowania

Rozdziat 5. Porownanie przestrzeni Soboleva dla —A i L
5.1.  Ograniczonosé¢ operatoréw (—A)% i LP z dala od nosnika
5.2. Roznica pomiedzy (—A)” i LP w poblizu nognika

5.3. Lokalne poréwnanie operatoréw (—A)? i L?

Rozdzial 6. Twierdzenie mnoznikowe na przestrzeni Hardy’ego

6.1. Atomowa przestrzenn Hardy’ego
6.2. Twierdzenie mnoznikowe

Bibliografia

—_

B~ W w

= O O O Ot Ot Ut

—_ =

= e = e e
QU R W W N NN

— =
oo 0o

N DN
—= O

NN DN
~N S S

w
[\



ROZDZIAL 1

Wstep

Niech m bedzie ograniczona funkcja na R". Klasyczne twierdzenie mnoznikowe
Hormadera [7] orzeka, ze jesli m spelnia pewien warunek regularnosci, wyrazony za
pomoca ograniczono$ci norm Sobolewa obcie¢ funkcji m, to operator mnoznikowy

g— F ' (mFg),

zdefiniowany dla g € LP(R) N L?(R), przedtuza si¢ do ograniczonego operatora na
LP(R), 1 < p < co. Symbol F oznacza operator transformacji Fouriera.

Idee zawarte w pracy Hormandera |7]| byly uzywane przez wielu autoréw do do-
wodow spektralnych twierdzen mnoznikowych dla operatoréw samosprzezonych, be-
dacych generatorami infinitezymalnymi potgrup operatoréw, dziatajacych na prze-
strzeniach LP.

Ograniczmy sie na chwile do funkcji radialnych i mnoznikéw radialnych na R™.
Funkcje takie mozemy w naturalny sposob utozsamiaé¢ z funkcjami na polprostej
zaleznodcia g(z) = g(x), gdzie z = |x|, x € R", x > 0. Poniewaz transformacja
Fouriera Fg funkcji radialnej g jest funkcja radialna, mamy nastepujacy operator

Hng(z) = Fg(x), ©=I[x],

zwany transformacja Hankela (Fouriera-Bessela). Spektralne twierdzenie mnozni-
kowe Hormandera mozna dla funkcji radialnych na R™ wystowi¢ w jezyku transfor-
macji Hankela. Oczywiscie wlasciwa miara na polprostej jest miara 2"~ 'du.
W podobny sposéb mozemy utozsami¢ operator —A na R™ dziatajacy na funk-
cjach radialnych z operatorem Bessela
2
L, = _ 4 n-ld
dx? x dx

dzialajacym na funkcjach zdefiniowanych na poétprostej. Mamy

// f”@ﬁg%aﬂw”‘ldx=:t/‘ Lof(2)g(@)a"dr, (f.g € C3(R")),
R+

R+
Ho(Laf)(N) = A Ha f(A), A > 0.

Operator Bessela mozna zdefiniowa¢ dla n = a + 1, gdzie a jest dodatnia liczbg
rzeczywista i rozwazaé¢ polgrupy operatoréw {Tt“+1}t>o generowane prze —L,q
dzialajace na przestrzeniach LP(R™ x%dz). Liczba a + 1 pei role wymiaru prze-
strzeni. I w tym przypadku istnieje transformacja Hankela H,11 bedaca odpowied-
nikiem transformacji Fouriera. Jest ona z doktadnoscia do statej multyplikatywnej
izometrig na L?(R", z%dx) oraz H2, | = c,[.

Goselin i Stempak [6] udowodnili nastepujace twierdzenie mnoznikowe dla trans-
formaty Hankela.

TWIERDZENIE 1.1. Niech k bedzie najmniejszq parzystq liczbg catkowitq wiekszq
niz “TH oraz niech m € C*(RY) bedzie ograniczong funkcjq spetniajgcq

R 1/2
R/2

1



1. WSTEP 2

gdzie c jest stalq niezalezng od R >0 14is=0,1,...,k. Wtedy operator mnoznikowy
Smf = Har1(mHas1 f) jest stabego typu (1,1), tzn.

p({z €RY 1 [Sp f(2)] > 7}) < em Ly @+ w0 o)

gdzie . oznacza miare o gestosci x dx na RY, ¢ jest statq niezalezng od T > 0, a
f € L (R*, du).

Standardowymi metodami, poprzez interpolacje Marcinkiewicza (por. [15], [11]),
powyzszy wynik daje ograniczonos$é na LP(RT, x% dx) operatoréw S, dla m spet-
niajacych zalozenia powyzszego twierdzenia. Twierdzenia mnoznikowe dla transfor-
maty Hankela na przestrzeniach LP byly intensywnie badane (patrz Garrigos-Seeger
[4], Gasper-Trebels [5], Stempak [12], [13] i referencje tam zamieszczone).

Celem ninijeszej pracy jest udowodnienie twierdzenia mnoznikowego dla trans-
formacji Hankela na przestrzeniach Hardy’ego H!(R™, 2%dz), a > 0. Wykazemy, ze
jesli dla pewnego 3 > (a+1)/2 ograniczona funkcja m zdefiniowana na RT spelnia
warunek

sup [[n(-)m(t-)[lw=s < Cy
t>0
dla kazdej (pewnej) funkcji n € C2°(3,2), to operator mnoznikowy

fr Ha+1(mHa+1f)

jest ograniczony na przestrzeni Hardy’ego H'(R™, 2% dz). Symbol || ||jy-2.5 oznacza
klasyczna norme Sobolewa. Dowdd twierdzenia bedzie wykorzystywal charakeryza-
cje przestrzeni Hardy’ego H'(R™, 2% dx) za pomoca rozkladéw atomowych i funkcji
maksymalnej zdefiniowanej za pomoca polgrupy operatorow T (por. (4.2)).
Praca zorganizowana jest nastepujaco. W rozdziale 2 wprowadzimy za pomo-
ca twierdzenia spektralnego definicje potegi operatora samosprzezonego dodatnie-
go. Rozdziaty 3 i 4 poswiecone sa operatorom Laplace’a i Bessela, ich potegom i
poélgrupom przez nie generowanym. Przestawimy i udowodnimy takze podstawowe
wlasnosci splotu uogélnionego. W rozdziale 5 poréwnamy lokalnie klasyczna prze-
strzen Sobolewa z przestrzenia Sobolewa dla transformaty Hankela H, 1. Gtownym
celem tego rodziatu jest wykazanie nastepujacej nier6wnosei (patrz wniosek 5.7)

/ (14 O [Hasim(Q)PCodC < c5.0 / (1+ €)28| Fm(e)Pde
R+ R

dla funkcji m majacych nosnik w przedziale (%, 2) ze staly cg , niezalezng od m.

Na poczatku rozdziatu 6 zdefiniujemy przestrzeri Hardy’ego H'(R™, 2%dx). Na-
stepnie udowodnimy przedstawione powyzej twierdzenie mnoznikowe, ktore jest
gtownym celem tej pracy. W literaturze nie znalezliémy takiego wyniku.

Podziekowania. Serdecznie dziekuje prof. Gustavo Garrigbsowi oraz prof. dr.
hab. Krzysztofowi Stempakowi za rozmowy i wskazanie literatury, a takze opieku-
nowi pracy magisterkiej dr. hab. Jackowi Dziubanskiemu za pomoc i opieke.



ROZDZIAL 2

Operatory dodatnie

W drugim rozdziale przypominamy definicje i podstawowe twierdzenie uzywane
do badania operatoréw nieograniczonych na przestrzeniach Hilberta H. Ponadto
zdefiniujemy potege operatora dodatniego i zbudujemy pewien ciag jej przyblizen
zlozony z operatoréw ograniczonych.

2.1. Operator dodatni samosprzezony

Zalozmy, ze mamy dang przestrzeni Hilberta H z iloczynem skalarnym (£, g) dla
fg € H.

DEFINICIA 2.1. Operator A : Dy — H nazywamy operatorem gesto okreslonym,
gdy jego dziedzina D a jest gestq podprzestrzeniq liniowg H.

DEFINICJA 2.2. Operator gesto okreslony A na H nazywamy dodatnim, gdy dla
dowolnego f € Dy zachodzi (Af, f) > 0.

DEFINICIA 2.3. Operator gesto okreslony A na H nazywamy samosprzezonym,
gdy Dy = D+ oraz dla f,g € D4 spetnione jest (Af,qg) = (f, Ag).

Ostatnia z tych definicji wymaga wcze$niejszego zdefiniowania D 4+ 1 A*, kto-
re sg jednoznacznie zdefiniowane dla operatora gesto okreslonego A. Ich okresle-
nie mozna znalez¢ na przyktad w [9]. Tam tez znajdziemy twierdzenie spektralne
uzywane do badania operatoréw normalnych, ale tu przytoczymy tylko wersje dla
operatoréw samosprzezonych. Definicje rozkladu jedynki (miary spektralnej) znaj-
dzimy takze w [9].

TWIERDZENIE 2.1 (Twierdzenie spektralne). Kazdemu samosprzezonemu ope-
ratorowi A w H odpowiada doktadnie jedna miara spektralna E na zbiorach bore-
lowskich R taka, ze dla f € D4 oraz g € H jest spetnione

(Af.g) = / NdE;4(N). (2.1)

Ponadto, jesli A jest dodatni, to catka jest po zbiorze [0, 00).
TWIERDZENIE 2.2 (Wlasnosci rozkladu jedynki). Dia rozktadu jedynki E na
zbiorze R zachodzi
(a) Kazdej funkcji borelowskiej ¢ : R — C odpowiada gesto okreslony, do-
mkniety operator ¥(p) z dziedzing

D) = {f €H: [ [0 aBys() < oc), (2:2)
ktory jest wyznaczony preez
(¥@)9)= [ 0dBr,  (F€D(¥p)g <H) (2.3)
oraz spetnia
1w = [ 1oPdE, (D). (2.4)
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2.2. POTEGI OPERATORA DODATNIEGO I ICH PRZYBLIZENIA 4

(b) Zachodzi twierdzenie o mnozeniu: Jesli ¢ i ¢’ sq borelowskie, to

(p)¥(¢") S U(p-¢) oraz D(¥(p)¥(¢")) = D(¥(¢) N D(¥(p- "))
(¢) Dla kazdej funkcji borelowskiej o : R — C
()" =V(p)

() U(p)* = U(|pf*) = U(p)* U(p).

2.2. Potegi operatora dodatniego i ich przyblizenia

Od tego momentu A bedzie oznaczaé gesto okreslony, dodatni i samosprzezony
operator na pewnej przestrzeni Hilberta H. Za pomoca twierdzenia spektralnego
mozemy dla 3 > 0 zdefiniowa¢ operator A%, jako W(\?). Jest on wyznaczony przez
(2.3), a jego dziedzine okresla wzor (2.2).

Przyblizymy teraz operator A? dla 3 € (0,1) za pomoca pewnych operatoréw
ograniczonych okre§lonych na catym H. Skorzystamy ze znanej tozsamosci

o0
M= cB/ t=P(1 — e_t”\)%. (2.5)
0

W powyzszym wzorze cg = %F(l — ). Wprowadzimy teraz funkcje przyblizajace

9e(A) = ¢ /OO 71— e‘tk)%. (2.6)

2
Widzimy, ze g. sa dodatnimi funkcjami ograniczonymi dazacymi do A\ oraz g.(\) <
ger(A) dla €’ < e. Oznaczmy g.(A) = ¥(g.). Z twierdzenia spektralnego wynika, ze
g:(A) sa operatorami ograniczonymi na catym H.

LEMAT 2.3. Jesli f € D(AP), to g.(A)f — APf wH. Odwrotnie: jesli g-(A)f
zbiega w H, to f € D(AP).

Dowad. 7 twierdzenia spektralnego mamy
2
14°F = 9ol = [ (€ = ()" dBps(0) =0 .1
R

dzieki twierdzeniu Lebesque’a o zbieznosci ograniczonej. Odwrotnie: jesli g.(A)f
zbiega w Hi, to

o> (A= | @WdEL,0 = [ WaE0) es)

przy € — 0, dzieki twierdzeniu o zbiezno$ci monotonicznej.
O

Wprowadzamy teraz potgrupe operatoréw ograniczonych {W¥(e~*)};~¢, zgod-
nie z rownaniem (2.3). Wtedy z (2.6) i twierdzenia Lebesque’a o zbieznosci ograni-
czonej wynika réwnosé operatorow

> -8 —tA dt
9e(A)f =cs | T7(f = W(e)f) —

o t

(2.9)

Zauwazmy rowniez, ze wszystkie operatory g.(A) oraz A” sa zadane przez funkcje
dodatnie, zatem sa samosprzezone i dodatnie.



ROZDZIAL 3

Operator Laplace’a

W tym rozdziale zajmiemy sie operatorem Laplace’a. Zobaczymy jak wygladaja
przyblizenia zdefiniowane w paragrafie 1.2. Opiszemy tez potege tego operatora za
pomoca pewnej calki singularnej oraz podamy kilka charakteryzacji dziedziny tej
potegi. Pokazemy tez, ze te potegi sg istotnie samosprzezone.

Na poczatku ustalmy, ze przez ¢ bedziemy oznacza¢ dodatnia stala, ktéra mo-
ze sie zmieniaé. W sytuacjach watpliwych bedzie wyraznie zaznaczone od jakich
zmiennych zalezy ta stala.

3.1. Definicja operatora A

Operator Laplace’a na R oznaczamy A i definiujemy przez

d2
T da?

Af f (3.1)
Operator ten jest dobrze zdefiniowany dla funkcji dwukrotnie rézniczkowalnych.
W ogoélniejszej sytuacji mozemy rozszerzy¢ definicje dla dystybucji temperowanych
przez

(Af, @) = (f, Ap), (3-2)

gdzie ¢ jest funkcja z klasy Schwartza, ktora oznaczamy przez S. Taka definicja
oczywiscie zgadza si¢ dla f € C?(R). Ponadto powyzszy wzor defniuje Af dla
f € L?*(R). Pojawia si¢ jednak problem, bo w ogdlnoéci Af jest zadane tylko w
sensie dystrybucyjnym, ale nie musi by¢ juz w funkcja z L*(R).

3.2. Polgrupa ciepta H,

Do zdefiniowania dziedziny A, ktéra bedzie gesta podprzestrzenia L?(R) uzy-
jemy polgrupy ciepta {H;}iso. Jadrem tej polgrupy jest

1 T — 2
Hi(z,y) = (47t)” 2 exp (—ﬂ) . (3.3)

7 definicji
H,f(z) = / H,(z,9) f () dy. (3.4)

Operatory te sa dobrze zdefiniowane na calym L?(R). Polgrupa ciepla jest mocno
ciagla, tzn. dla f € L?(R) zachodzi H;f — f przy t — 0. Ponadto z faktu, ze
jadro Hy(z,y) jest rzeczywiste i symetryczne (tzn. Hy(z,y) = Hy(y,x)) wynika
samosprzezono$é operatoréw H; na L?(R). Mozna tez tatwo sprawdzi¢, ze H; sa
kontrakcjami (tzn. ||[Hyf||L2®) < ||f]lz2(r)). Generatorem infinitezymalnym dla tej

polgrupy jest wlasnie A (tzn. lims oo H”;*f = Af dla odpowienich f).

5



3.4. TRANSFORMATA FOURIERA 6

3.3. Dziedzina w L?(R)

Za pomoca polgrupy H; mozemy zdefiniowaé dziedzine A, jako generatora in-
finitezymalnego, poprzez
Hf

%f istnieje w L? (R)} (3.5)

D(A) = {fe LA(R) : lim

Dla f € D(A) definiujemy Af = lim;_q H“:_f i to okreslenie zgadza sie z (3.1)
dla f € C*(R) N L?(R). W ten sposéb —A z D(—A) = D(A) staje sie gesto
okreglonym, samosprzezonym, dodatnim operatorem na L?(R) (dodatnio$é w tatwy
sposob wynika z tego, ze H; sa kontrakcjami). Z rozdziatu pierwszego wiemy zatem,
7e istnieje jego rozklad spektralny E, dzieki ktéremu mozemy zdefiniowaé (—A)?,
D((—A)P), przyblizenia ograniczone g.(—A) oraz potgrupe W(e™tH).

3.4. Transformata Fouriera
Jest dobrze znane, ze miara spektralna F dla —A ma postaé
Ew)f=F"(xym©Ff(©), (3.6)

gdzie F jest transformata fouriera, a x ; oznacza funkcje charakterystyczna zbioru
Vw={{ R [|{|* € w}. To nam daje gestos¢ miary Ey,

= =\ dX\
aBro () = (FINFN) + FINFg(-VN) S ()
Dzigki temu mozemy policzyé, ze
D((-8)%) ={f € L*R) : | |E*°F ()l 2m) < o0}, (3.8)
F((=A)P 1)) = [€PPFf(€) dla f € D((-A)7), (3.9)
(e~ f = H,f dla f € L2(R). (3.10)
Niech || - ||w=2.26 oznacza norme Sobolewa, tzn.
1 Fllwzze = (L + €D FF(E)ll2cmy- (3.11)
Zauwazmy teraz, ze (3.9) oznacza rownosé
1(=2)7 Fll2y = NIEPPF ()2 (3.12)
a to implikuje, ze dla f € D((—A)?) zachodzi
T fllwaas < Ifll 2wy + H(_A)ﬂfHLQ(]R) < o fllw2.2e- (3.13)
WNIOSEK 3.1. Jesli 3= 31 + B2, to dla f € L*(R) zachodzi
feD((-A)) <= feD(-A)") i(-A)"f e D((-A)™). (3.14)
Ponadto
I(=2)" fllre@y < ellfllze) + ell(=2)° fllz2 ). (3.15)

Dowdd. Korzystajac z warunku (3.8) lewa strona jest rownowazna warunkowi
| F £ (&) [€]| L2(r) < oo. To implikuje pierwszy warunek prawej strony, poniewaz

HEPAFF 2@ < I fllwaze < [ fllwz2s < el fllzzm + ell(=A) fll L2
(3.16)
Reszta dowodu wynika z réwnosci

HEPP2F (=) N)Ellz2@) = HEP=IEP F O 2w = | |§|2ﬁff(€)llmgu§)- .
1
O

W dalszej czesci potrzebny nam bedzie nastepujacy fakt



3.5. (—A)? JAKO CALKA SINGULARNA DLA 8 € (0,1) 7

LEMAT 3.2. Zatdzimy, ze ¢ € S jest ustalong funkcjq. Jesli m € D((—A)P), to
réwniez m - ¢ € D((—A)P) oraz
[m - ¢llwzz2s < cllmllyyz.zs. (3.18)

Dowdd. Pokazemy, ze warunek ze wzoru (3.8) jest spelniony.

1F (m - )(€) (L + 1ED* N2y = 1(Fm x Fo)E)(L + €D || 2wy
<l /]R [Fm(€ = OF (N1 + 1€ = <P (1 + ¢ |l 2wy

< [ FmE) L+ 1ED* |2 I FRE) (1 + €D |2 - (3.19)
W obliczeniach skorzystaliémy z nieré6wnosci Younga oraz faktu F¢ € S.
O

3.5. (—A)? jako calka singularna dla 3 € (0,1)

W tym i nastepnym paragrafie bedziemy zakladali, ze 8 € (0, 1). Policzymy
najpierw przyblizenia g.(—A) zdefiniowane wzorem (2.9).

s(-B)f @) = ca [ P10 - Huf) “f

=cﬁ/ - f’/ D) Hole, ) dy)
/R (F(x) — () K.(z — y) dy, (3.20)

1‘/2 . . . .
gdzie K.(z) = f:; cpt P (4nt)~V2e T %. W drugiej réwnosci skorzystaliémy z
tego, ze fR H,(x,y)dy = 1. Zamieniajac zmienne w calce definiujacej K. () mamy

:Cz/ dt 2
Kg(x):|x|_1_25/0 (4m) =121 20—t/ D1 2%( ) (3.21)

gdzie ®(s) jest powyzsza calka w granicach od 0 do s. Ponadto ®(s) jest funkcja
rosnaca na (0,00), przy s — oo dazy do Cg = cgm/24°T (8 +1/2), a w zerze jest
rzedu s%+1/2. Wtedy g.(—A)f przyjmuje postac

f@) =) 4 (@ —y)?
=2 = [ I:v—y1+§/ﬁq)< = >dy. (3.22)

Jesli we wzorze (3.21) przejdziemy z e — 0 (przy ustalonym x), to w granicy dosta-
niemy Cp|z|~172P. Zatem dla dobrze dobranych f (np. gdy f € S, ale pokazemy
to dla szerszej klasy funkcji) we wzorze (3.22) zbieznosé bedzie do calki singularnej

f@) — fy)
K Cp lim ———dy. 3.23
fw) = C jimy lo—y|>s |2 —y[1T28 Y (3.23)
LEMAT 3.3. Jesli f € C?(R) jest taka, ze f, ', f"' € L*(R), to zachodzi
(a) g-(=A)f — Kf punktowo oraz w L*(R),
(b) f € D((~A)7),
(¢) (=A)°f=Kf wL*R).
Dowdd. W lemacie 2.3 zauwazylismy, ze jesli g.(—A)f zbiegaja do g € L?(R),
to f € D((—=A)P) oraz g = (—A)Pf, wiec punkt (b) wyniknie z (a). Wtedy (c)
bedzie prawda, bo funkcje K f oraz (—A)P f sa granicami ciagu g.(—A)f w L%(R).
Udowodnimy teraz (a). Zapiszmy

Kf#)~g-(-2)(x) = lm IO} (ca-0 (E225)) ay

6—0 1>|z—y|>6 |$_




3.5. (—A)? JAKO CALKA SINGULARNA DLA 8 € (0,1) 8

e (e (U5E))
= Ay(z) + As(2). (3.24)

o e ()

=u(e)f(z) = (f * h) (@) + (f * he) (), (3.25)

gdzie u(e) € R, u(e) — 0 przy € — 0, ho(z) = |z|772P®((x/2)?) X {y:y>1} ()
oraz h(z) = Cplz| 7 x . y1>13 (2). Zbieinosé u(e) f — 0 jest oczywista (zaréwno
punktowo, jak i w L?(R)). Zauwazmy, ze h. — h w L'(R), wiec dzigki nieréwnosci
Younga f * (h. —h) — 0 w L%(R). Zbiezno$¢ punktowa wynika tatwo z twierdzenia
o zbieznosci zmajoryzowanej.

Aby zbadaé A (z) rozpiszmy f(x) — f(y) uzywajac wzoru Taylora z reszta w
postaci catkowej. Mamy

4s(@) = lim [ @ —y — ) f"(x + s)ds <Cﬂ® <(:cy)2>) "

142 2
6—0 1>|z—y|>6 |$ - y| +28 €

+ lim Fa)le —v) (Cg - ((m;y)Q)) dy.

=0 J1s|z—y|>6 |z — y[t+28

Wowczas

(3.26)

Catka z drugiego skladnika dla kazdej § > 0 jest réwna 0, gdyz po przesunieciu
zmiennych jest to catka z funkcji nieparzystej po zbiorze symetrycznym wzgledem
zera. W tym momencie osobliwosé w x jest juz catkowalna, wiec mozemy pominaé
granice. Teraz

z—y—s||f'(z+s -
m@li<cs [ [ | ym,_'yl;gﬂ i@ = )R,z — y) dyds,  (3:27)

gdzie X(s,z —y) = 1, gdy s jest pomiedzy 0 i © — y, a w przeciwnym wypadku
X(s,z —y) = 0. Dalej

T—y—s ~ |22] _
R |;E_y|1+2,6X(1,1)(37 —y)X(s,x —y)dy < /s|<z<1 W dy < c(1+ |s|'27),
(3.28)
wiec
141 (2)] < c/l 1" ) (1[5 ds. (3.29)
s|<

Ta calka jest ograniczona, bo f” jest ograniczona na przedziale [z — 1,z + 1], tak
wiec twierdzenie o zbieznosci ograniczonej daje punktows zbieznosé A,(x) — 0.
Aby uzyskaé¢ zbieznoéé w L?(R) skorzystamy z nieréwnosci Younga.

[ 5ol

<1 1=28) . _ " . (3.30
. NA+]s)" "L =10 1f" | 2y~ (3.30)

Kolejne zastosowanie twierdzenia Lebesque’a daje || A1 (z)||z2®) — 0.

O

Dla f z szerszej klasy, powiedzmy f € L?(R), mozemy zdefiniowaé¢ K f jako dys-
trybucje temperowana wzorem < K f, ¢ >= fR [+ K¢. Powyzszy lemat mowi nam,
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7e tak zdefiniowana calka singularna jest rzeczywiscie réwna (—A)? dla f spetnia-
jacych zalozenia lematu. Okazuje sie tez, ze K f jest splotem pewnej dystrybucji
temperowanej K z funkcja f € L*(R). Niech

¢(z) — ¢(0)

<K,¢ >= lim FE=E

dzx 3.31
6—=0J|z|>6 ( )

Powyzsza catka singularna jest zbiezna dla wszystkich ¢ € S, ale réwniez dla ¢
speliajacych zalozenia lematu 3.3. Poniewaz splot f € L?(R) oraz ¢ € S spelnia
zatozenia lematu 3.3, to mozemy sples¢ K z kazda funkcja f € L%(R) (z definicji

< Kxf,p >=< K, ¢ % f >, gdzie f(x) = f(—x)). Oczywiscie K x f = K f jako

dystrybucje temperowane.
LEMAT 3.4. Jedli f € L?>(R) oraz ¢ € S, to zachodzi réwnosé dystrybucyjna
Kx(f*1)=(K=x*f)*x. (3.32)
Dowdd. Niech ¢ € § bedzie funkcja testowa. Wtedy
<K (f1), ¢ >=<K,px (f+ ) >=<K,¢* (¥ f) >
—< K, (¢px)x f >=<Kxfox0 >=< (Kxf)x1,¢ > . (3.33)
O
Teraz mozemy juz sformutowaé i udowodnié¢ charakteryzacje D((—A)?) za po-

moca wprowadzonej calki singularne;j.
TWIERDZENIE 3.5. Dla f € L?(R) zachodzi
feD(-A)P) «— Kf e L*R) w sensie dystrybucyjnym. (3.34)
Wowczas K f = (—A)Pf.

Dowdd. (=) Jesli f € D((—A)%), to Kf = (—A)?f € L?(R) w sensie dystry-
bucyjnym, poniewaz

<Kf¢>= /R foKo= /R frAYPs=< (“APfé> . (3.35)

Pierwsza rownosé, to definicja K f, druga wynika z lematu 2.1, a trzecia z samo-
sprzezonosci operatora (—A)P.

(<) Niech ¢ € C*(—1,1) bedzie funkcja dodatnig o calce rownej 1. Wtedy
(1) = nip(nx) jest aproksymacja jednoscia, czyli f * 1, — f w L?(R). Z lematu
3.4 wynika, ze K(f x,) = (Kf) * 1, — Kf w L?(R). Z drugiej strony funkcje
f * 1, spelniaja zalozenia lematu 3.3, wiec naleza do D((—A)?) oraz K(f *1,) =
(—=A)P(f *1b,). Zatem z domknietosci operatora (—A)? wynika, ze f € D((—A)?)
oraz (—A)’f =Kf.

U

WNIOSEK 3.6. Dla N € N oraz f € L?(R) zachodzi réwnowainosé:
fe((=A)N) < f " ... f®Y) e LX(R) w sensie dystrybucyjnym. (3.36)
Dowdd. Niech K f odpowiada 8 = N. Jest latwo sprawdzi¢, ze dystrybucyjna
pochodna fN) = K f. Z powyzszego twierdzenia natychmiast dostajemy (<) oraz
ta czesé (=), ktora mowi, ze fN) € L?(R) dystrybucyjnie. Wiemy zatem, ze
||ff(§)||L2(]R)a H fQfo(f)HLQ(R) < 0. Dzieki temu dla k =1,2,...,2N — 1 mamy
IF 2@ = cll€* FF©)ll2@) < el(1+ €PN FF(E)ll2ry

< | FF )2y + cll ¥ FF(E)ll2m) < oo (3.37)

Oczywiscie, poniewaz F jest izometria na L?(R), to rowniez f*) jest w L?(R).
O
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3.6. Istotna samosprzezonos$é (—A)~

TWIERDZENIE 3.7. Operator (—A)P jest istotnie samosprzezony. Jego rdzeniem
jest klasa C°(R), tzn.

D((-A)) = {f € L*(R) : 3{f,} COX(R) fn — f, (~A)’f, zbiega w L%(R)}-)
3.38

Dowdd. (2) Dzigki lematowi 3.3 zachodzi C2°(R) C D((—A)?), wiec domknie-
tosé¢ operatora (—A)? daje dowod tego zawierania.

(C) Wezmy f € D((—A)?) oraz dowolne n(z) gladkie, takie ze x(_11)(z) <
n(z) < xj—2,2)(x). Oznaczmy n"(x) = n(x/n). Niech hi(x) bedzie jadrem ciepta
(jednej zmiennej). Wtedy fn, = (f * hijn) - 0" — f W L?(R). Istotnie

1f = (fhaym) - 2@y < IFQU=0")e2@) + 1(F =+ Payn) -0z (3.39)

Pierwsza norma dazy do zera, poniewaz funkcja 1 —n" jest rowna zeru na przedziale
(—=n,n). Drugi sktadnik jest szacowany przez ||f — f * hi/n| z2(r), @ ten zbiega do
zera, bo hy,, jest aproksymacja jednosci.

Zauwazmy teraz, ze [, Fn™(¢)d¢ = n™(0) = 1 oraz Fn"(§) = nFn(né). Z tego
drugiego wynika, ze

[Fn™ (Ol @) = [Fn(Q)l|z1w) oraz

1Fn™ (IS L@y = n~ M IF(OICIM (|2, r) dla M > 0. (3.40)
Ponadto dla dowolnych r, M > 0 zachodzi
[ iEr@lde—0ons [ jeMiE@lde—0. (34
l€]>r l€]>r

Powyzsze nieré6wnoéci wynikaja z zamiany zmiennych, a druga dodatkowo ze skori-
czonosci calki || [€[** Fn(€) | 2@y = [|(—A)*n|| 2 (r). Pokazemy teraz, ze (—A)P f,, —
(—A)°f w L2(R),
I(=2)7f = (=A) full 2@ < I(=2)2(f = F- 0"l 2 w)
F (=D ((f = f*him) - n)lle@)-  (3.42)
Zbadajmy drugi sktadnik. Z twierdzenia Parsevala i nieréwnosci Younga mamy

[(=A)((f = f*hism) - 0|2

= | 1¢*# /R Fi(Q)F (€ — O — e E=OY ™) d¢]| 2 gy

. 1/2
< [iEr@i([iemFre-op (- e e a)ac @y

Teraz juz wystarczy oszacowaé |€[*8 < ¢(|€ — ¢[*? +|¢|*?) oraz zastosowaé (3.40) w
polaczeniu z twierdzeniem Lebesque’a o zbieznosci zmajoryzowanej.

Aby dokorticzy¢ dowdd pokazemy, ze ||(—=A)P(f — f - n")||L2(r) jest dowolnie mate
dla duzych n. Ustalmy € > 0. Niech R > 2 bedzie takie, ze

/ €[ F £ de < 2743 (e/4)2. (3.44)
[£I>R/2

Nastepnie wybierzmy takie r € (0,1), by zachodzito

[1€]%% — 1€ = ¢*P| < (I¢] <7, [€] < R). (3.45)

&
4| fll 22 ry
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Wowczas

-85 = i)z = [l ([ Fote - 0@ ac - 7119 |

L2(R)

<| [ ere -1 =P Frie - OFn ) ac)

L2(R)

+|| [ 1= cPrrse - oFr©ac - gPerse)|

L2(R)
(3.46)

Jesli oznaczymy g(¢) = |£|?PFf(€), to drugi ze sktadnikow jest doktadnie rowny
llg*n" (&) — 9(§)|lL2(w) 1 poniewaz Fn™ jest aproksymacja jednosci, to sktadnik ten
dla duzych n jest mniejszy od €/4. Teraz z nieré6wnosci Younga mamy

1/2
(/ ’/ (1€l = le - ¢I*?) ff(&@fn"(oddzdé)
R'JR
< [Er@n ([ e —ie s - <>|2d£)1/2 ac

1/2
< / \Fn"(Q)] ( / ||§|2ﬁ|£¢|2ﬁ|2|ff<£<)|2d5> c
[¢|>r R
1/2
+/ Ifn"(C)|</ ||£25|£C|2B|2|ff(£0|2d§> c
[Cl<r [EI<R

1/2
+/ Ifn"(C)|</ Héw—|€—Cl25|2|ff(§—<)l2d£> ¢
[Cl<r [€I>R

=A; + As + As. (3.47)

Dzieki nierownosci || —[€ —¢*° 1 < [|€*7 +]€ —¢[*7|* < (¢ +2|€ —¢|*) oraz
(3.41) dla wystarczajaco duzych n bedzie zachodzito A; < €/4. Korzystajac z (3.45)
natychmiast dostajemy A < e/4. Aby oszacowaé¢ Az zauwazmy, ze dla |(| < r oraz
(€] > R jest prawda, 7 |€] < 2|¢ — |. Drieki temu [[€] — |¢ — ¢[27]2 < 297 |¢ — (|48,
Stosujac ta nier6wnosé razem z (3.44) dostajemy

1/2
A < / ()] / 2B\ FF P ) d
[<l<r [€+C¢|>R

1/2
< Fn" 2NN FF(E)Pd d
< /<<T| " <<>|</£>R/2 EFF(©) 5) ¢

<[l </ (3.48)
[¢l<r

3.7. Opis dziedziny operatora (—A)”

TWIERDZENIE 3.8. Jesli f € L*(R), to nastepujace warunki sq réwnowazne:
(a) feD((-A)"),
(b) Sup.~g ||gs(—A)f||L2(R) < 00,
(©) IFFE + 1€ lr2m) < oo,
(d) 3 fn € CX(R) f, — f w L*(R) oraz (—A)P f,, zbiega w L*(R),
Dodatkowo, jesli g € (0,1), to mozemy dopisac:
(e) Kf e L*(R) dystrybucyjnie.
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Operator Bessela

Ponizszy rozdzial poswiecony jest opisowi operatora Bessela. Okeslimy jego
dziedzine i potgrupe przez niego generowana. Podamy tez podstawowe narzedzia
uzywane do jego badania: transformate Hankela, uogélnione przesuniecie i splot.
Przy okazji udowodnimy kilka szacowan, ktore wykorzystamy péznie;j.

4.1. Definicja operatora L

Operator Bessela na R* oznaczamy L i definiujemy przez

d2
Lf=Lanf= _Ef C zdx

Parametr a jest pewna ustalong liczba rzeczywista dodatnia i nie bedziemy zazna-
czaé, ze rozne wielkosci (L, H, Tt,...) od niego zaleza. Jesli a + 1 € N, to operator
L odpowiada operatorowi Laplace’a na funkcjach radialnych w R**!. Oznaczmy
du(z) = z*dzx. Istotnym zagadnieniem jest okreslenie dziedziny operatora L jako
podprzestrzeni wektorowej w H = L?(R™T, du). Zrobimy to za pomoca potgrupy
operatoréow liniowych.

ad, (4.1)

4.2. Polgrupa T;

Role polgrupy ciepla w teorii operatora Bessela pelni potgrupa {73 }+~0 zadana
dla z > 0 wzorem

Tof(a) = 7 f(e) = [ Tuean) ) duto), (@2
gdzie jadro catkowe ma postaé

_ 2% +y? xy e

Ty(z,y) = (26) " exp ( - Lo (50) (@)@ D2 (43)
4t 2t
W powyzszym wzorze I, oznacza funkcje Bessela drugiego rodzaju;
> 1 T 2m—+v

I,(z) = 2) 44
@) Zm!-F(m+V+1) 2 (44)

m=0
Funkcja Bessela drugiego rodzaju jest Scisle zwiazana z funkcja Bessela pierwszego
rodzaju wzorem J, (x) = i®I,(—iz). Przytoczymy teraz twierdzenie opisuje asymp-
totyke funkcji I,,.
TWIERDZENIE 4.1. Funkcja Bessela drugiego rodzaju I, dla x € R™ spetania:
(a) I,(x) >0,
(b) I(z) =c,x* +O@**?) wx =0 (¢, =27"T(v+ 1)),
(c) VoL, (z)e ™z —1| < £ (x>1).
Podobnie jak dla H; zachodzi fooo Ti(z,y) du(z) = 1. Jadra Ty(z,y) powstaja
poprzez dylatacje Ti (z,y), tzn.

a x
Tt(xay) =t ;rl Tl (t, yt> . (45)

12
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4.3. Dziedzina w L*(R*, du)

Zdefinujmy dziedzine operatora — L jako generatora infinitezymalnego potgrupy
T;

nf-f

D(-L) = {f € LA(R, dp) : lim —— istnicje w L*(R", du)}. (4.6)

Wowczas dla f € D(—L) z definicji —Lf = lim;_o T”:;f i ta definicja zgadza si¢ z
(4.1) dla f € C?(RT)NL?(RT, du). Identycznie jak w przypadku A symetryczno$é
i kontrakcyjnos¢ potgrupy T; pociagaja samosprzezonosé i dodatnio$é operatora L
na D(L) = D(—L). Dzieki temu mozemy napisaé¢ rozktad spektralny E’, a zatem
mamy réwniez potegi L, dziedziny D(LP), przyblizenia za pomoca operatorow
ograniczonych g.(L) oraz poétgrupe ¥(e ™).

4.4. Transformata Hankela

Role transformaty Fouriera w teorii operatora Bessela gra transformata Hankela
Hf(E) =Hara [(§) = - f@)pe(a)du(z)  (f € LYRT, dp)). (4.7)

Funkcje ¢¢(z) = 2007V/2T((a + 1)/2)(6x) =@ D/2J 1) /2(£x) sa wartosciami
wlasnymi operatora L. Doktadniej

Loe = E¢e. (4.8)

Wiele z wlasnosci transformaty Fouriera zachodzi takze dla transformaty Han-
kela. Wérod podobienstw sa: formuta na odwréocenie oraz rownosc Parsevala:

f€) =ca | Hf(€)02(&)dp(€)  (f Hf e L'(RY, du)), (4.9)

R+

/R S@g@)duta) = co [ HIOH©du(©)  (fg€ PR, du). (410

R+
Ponadto H~! = ¢, H.

Jest dobrze znane, ze miara spektralna E’ ma postac

E'(w)f =Hxm@HE)  (we Bor(RT)), (4.11)

gdzie tym razem x g oznacza funkcje charakterystyczna zbioru Vw={ e R
€2 € w}. Podobnie jak dla operatora Laplace’a i transformacji Fouriera mozna
pokazaé, ze

D(LP) = {f € L*(R*, du) : [[Hf(€) [€1* |l 2@+ awy < oo}, (412)
H(LPF)(€) = [P HF(©), (4.13)
V(e ™) f = H,f dla f € L*(R", du). (4.14)
Oznaczmy przez || - ||};,2.2s norme Sobolewa zwiazang z transformata Hankela;
H
Hf”w;{t»?ﬂ =1+ f)wa(f)HB(thu) (4.15)

7 analogicznych powodéw co dla —A zachodzi poroéwnywalnosé

I e < Flcae, g + 1L fll2er, g < cllFlyzeo. (4.16)
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4.5. Opis dziedziny operatora L°

TWIERDZENIE 4.2. Jesli f € L2(R™T, du), to nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:

(a) f e D(LY),
(b) supeso ll9=(L)fll2 @+, au) < 00,
() M) +1ED? Nl L2 (e, au) < o0-

4.6. Uogodlnione przesuniecie i splot

Wprowadzimy teraz kilka narzedzi, ktére sa uzywane w tej teorii. Jako opera-
toréw przesunieé¢ w tej teorii uzywa sie operatoréw uogoédlnionych przesunieé

TV f(z) = /OTr f <\/x2 + 92— Qxycose) dv(0), (4.17)

gdzie dv(0) = 7= V2T((a +1)/2)I'(a/2) " (sin 6)*~ X0~ (0) d6 jest miara probabi-
listyczna. Operator ten ma takze inng prezentacje;

T+y
TY f(z) /| ‘f(z) AWy 4 (2). (4.18)
z—y
Tutaj W, ,(2) jest miara probabilistyczng o nosniku w [|z — y|, = + y| dana
wzorem

11280y, 2) 2
(zyz)o—?
W tym wzorze A(zx,y, z) jest polem trojkata o bokach x, y, z, ktore sa takie, by
trojkat ten istnial (tzn. z,y,z > 0 oraz | — y| < z < & + y). Z powyzszego wzoru
natychmiast widaé, ze dWy ,(2)du(y) = dW, .(y) du(z). To natomiast implikuje
samosprzezono$é operatoréw TY, y > 0 na L?(R*, du), tzn.

/R Tl / £ (2T g(x) dpa). (4.20)

Warto w tym miejscu zauwazyé, ze powyzszy wzor jest prawdziwy nie tylko dla
f,g € L?(R™, du), ale réwniez dla innych, odpowiednich, par funkcji; na przyktad
gdy f € L*RY, du),g € L=(R™, dp).

AW, (2) = 2°2T((a + 1)/2)T(a/2)~ du(z). (4.19)

LEMAT 4.3. Dla dowolnego 1 < p < oo zachodzi

HTyf”LP(]R+ ap) < Sl Le @+, dp)- (4.21)

Dowdd. Jest oczywiste, ze wzor (4.21) dla p = oo jest prawdziwy. Niech ¢(x,y, z)
bedzie funkcjg okreslona dla x,y, z > 0, ktora jest rowna 1, gdy [z —y| < z2 < z+y
i 0 w przeciwnym wypadku. Dla 1 < p < oo dzieki nieréwnosci Holdera mamy

< ([, rerees.2) dwf,y@))l/p,
(4.22)

@)= | [ ) AWy ()

poniewaz dW, ,(z) jest miarg probabilistyczng. Tak wiec

I ey = [ P S@F duta) < [ [ FGIP 602 aWey (2) dute)

< [ [0 ) < U e
(4.23)
(]
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Za pomoca operatoréw przesuniecia TY definiujemy uogélniony splot wzorem
e / F) Ty duty)  (fg€ L'RY, dw).  (424)

TWIERDZENIE 4.4. Dla f,g € LY(RT, du) zachodzq wzory

(a) T0¢(2) = de()Pe(y),

(b) H(TYf)(&) = de(y)H[(£),

(c) H(f *g) =Hf-Hg,

(d) (TVf)*g=[f*(T) =TY(f xg).

Dowdd. Dowod podpunktu (a) mozna znalezé na przyktad w [12]. Korzystajac
z (a) tatwo sprawdzamy (b);

T N(E) = [ T @@ duta) = [ )T 0e(e) dute) = delw)IE)

(4.25)
Nastepnie udowodnimy (c);

Heo) = [ [ 1) du@oe) dus) = [ HT (o) duta)

—HA©) | _gla)oelo)dule) = HF - Hg.
R

(4.26)
Wszystkie funkcje z podpunktu (d) naleza do L'(R™, du) dzigki lematowi 4.3 oraz
tatwej do sprawdzenia nieréwnosci ||f x gllorw+ apy < (Ifllor @+, apw 19l @+, du)-
Aby pokazaé rownosci sprawdzimy rownosci transformat Hankela, ktore dzieki pod-

punktom (a) i (¢) sa oczywiste.
U

4.7. Szacowania

W rozdziale piatym bedziemy potrzebowaé kilku faktéow o transformacie Han-
kela, uogblnionym przesunieciu i splocie. Dla funkcji f € C7 z definicji

£ llem = 1 Flloo + 11 oo + A+ 1F ™ lloo (4.27)
LEMAT 4.5. Jesli f € C?#(1/2,2) dla pewnego k € N, to

(@) Hflloo < Nfllzr @, duca)) < €llflloos
(b) [HF(E < e+ 18N I fllezqyo.2)-

Dowdd. Korzystajac z (4.7) oraz tego, ze ||¢¢|l < 1 natychmiast dostajemy
(a). Podpunkt (b) wynika z (a) oraz szacowania

Ep©)| = | [ Do) f@au@)] =| [ oot 1@ du(o)] < el fleariajna

(4.28)
w ktorym skorzystaliSmy ze wzoru (4.8), postaci operatora L i tego, ze nosnik

Fof!s e FOR) jest w (1/2,2).
O
Oznaczmy ws(z) = (1 + x)°.

LEMAT 4.6. Zatozmy, ze f,g € LY (R, ws du) dla 6 > 0. Wtedy

ILf* gl L @t ws dpy < I Nlor @+ ws d) 191 21 R+ 05 dpa) - (4.29)
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Dowdd. Uzywajac (4.18) mamy

TVws(z) = / P AW, () < (Lt r by <us(usy)  (430)

z—y|

Duzieki temu
| 1 s@lost@yauta) = [ | [ s dutw]wsto) duta)

< [ 1ot [T @ws(e) duto) duty)
< [t [ 1@ Tus(e) dute) duty

< [ [ 1r@ligtlusteyust) du) duts

< ||f||L1(R+,w5 du)||gHL1(R+,wa dp)- (431)
O
Dla funkcji okreglonych na R* zdefiniujmy dla ¢ > 0
fe(z) = ¢ (@2 p (=12, (4.32)
Oczywiscie || ft| o1+, dau) = I fll2r e+, dp)-

LEMAT 4.7. Niech § > 0. Wtedy dla wszystkich y,r,t > 0 zachodzi

/ | T (fo) (@) dp(x) < 20 7N f ]l e s - (4.33)
T—y|>r

Dowdd. Oznaczmy g(z) = 2°|f(x)|. Mamy
T+y
TY(f)(z)|du(z) = 1(2) AWy o (2)| du(x
L@l = [ ][ g, o) e

A (Z)é (5) " sty

r
(ﬁ) /Hw [ st e duto
T—y
T J r d
=\ ||T gl @ am < {7 ) loelleree a
r
(ﬁ) Il &+ ws ds)- (4.34)
U

LEMAT 4.8. Przy oznaczeniu 4.32 zachodzq wzory:

(a) (Hf)(€) = Hf(VEE),
(b) (T¥(f,))(€) = t~@FD/2(TW/VD £)(€/V).

Dowdd. Korzystajac z (4.7) 1 (4.17) mamy

g =2 [ () o) duto) = [ 016 relo) dnto) = HI(RO)
(4.35)
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(TY(f))(§) = ¢4V /077 f(\/(ﬂf/ﬁ)2 + (y/V1)? = 2(x/ Vi) (y/Vt)cost) dv(0)

= DTV (V).
(4.36)
O
Nastepujacy lemat pochodzi z pracy [6] (patrz twierdzenie 2.1 z tej publikacji).

LEMAT 4.9. Zatézmy, ze h € LY(RT, du) jest funkcjq rézniczkowalng na RY
takq, ze b’ € L*(RT, du). Wtedy

[TV h — TR Lr @+, apy < 10 (|23 @+, apy |y — v2l- (4.37)



ROZDZIAL 5

Poréwnanie przestrzeni Soboleva dla —A i L

Glownym celem tego rozdziatu jest udowodnienie szacowania na normy w prze-
strzeniach W?227 i I/V2 2% dla funkcji o nosniku w przedziale (1,2). Pokazemy to
najpierw dla g € (0, 1) a nastepnie rozszerzymy ten wynik dla dowolnych 3 > 0.

5.1. Ograniczono$é operatoréw (—A)P i L? z dala od nosnika

LEMAT 5.1. Zatdzmy, za g-(L) sq przyblizeniami LP dla 8 € (0,1) (por. (2.9)).
Wtedy istmeje stata ¢ > 0 taka, ze dla funkcji m € L*(RT, du), dla ktorych
suppm C ( ,2) zachodzi

Slilg |9 (L)m(@) || 2 ((0,1/4)0(4,00), du) < Cllml L2+, du)- (5.1)

Dowdd. Policzmy ze wzoru (2.9)

smme) =es ([ om) - [Tootm@ ). 62

2 2

Zauwazmy, ze w interesujacym nas zbiorze (0,1/4) U (4, 00) pierwsza calka znika,
wiec przyjrzyjmy sie drugie;j.

/:tf’Ttmu‘f - /Ezt /Tta:y (v) duly) &

/1j2m(y) (/ T ) ) du(y).  (5.3)

Oznaczmy U(z,y) = f;o t‘ﬁTt(x,y)% i znajdziemy najpierw oszacowania na to
wyrazenie. W ponizszych obliczeniach y jest zawsze z przedziatu (1/2,2), M ozna-
cza duza, dowolnie dobrang liczbe, a ¢ oznacza stala dodatnia mogaca sie zmieniad,
ale niezalezna od ¢, z,y.

e Przypadek 1: x € (4, oo) Rozbijmy calke; U(z,y) na trzy czesci;

Uz,y) = /E:Ot BTy (2, y)— / / / (x,y)+Us(z, y)+U3(:1(ﬂ5y4))

W calce Uy (z,y) zmienna t jest taka, ze T > 1, wicc z twierdzenia 4.1 (c) mozemy
oszacowacl

Ti(z,y) =t~/ exp ((m4ty)2> ()™ I(a—1)2 (%) exp (- ?ﬁ (2t)1/2

1/2 z? /2
<ct™ - —are,
<ec exp ( 16t> x

Korzystajac z nieréwnosci exp(— %) < c(mi)M mamy

2
e dt gz [ —pzp tM —M—a/2—B—1/2
Ui(z,y) = 2t Tt(m,y)7<cx ; t Wdt:cx .
€
(5.6)

(5.5)
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Zmienna t w catkach Us(z,y) 1 Us(z,y) spelnia nieréwnosé 2 < 1, wiec teraz z

t
podpunktu (b) twierdzenia 4.1 mamy

x? xy (a=1)/2
<ect ! _TTY —(a-1)/2 (7)
T (z,y) < ct exp( 4t>$ 5
22
< et™ @D/ 2 exp (4t> . (5.7)

Teraz
2

T 2
Us(z,y) < c/ A1 (0t D)/2 oxp <Zt) dt

2

T
gC/ 3/2 ps— a/2t dt_01'71 28— a
0 z2M

Ug(x,y)</ t3/2=8=al2 gy — cqpm1720-0, (5.8)
1}2

Tak wigc ze wzoréw (5.6), (5.8) wynika U(z,y) < cx~'=287% Dzigki temu

120 ”L2 ((4,00), du) S¢ ||7n||L2 R+, du)-

(5.9)

19 (L)m(@)| 2 ((4,00), dp) < ellmllLr @+, a2~
e Przypadek 2: z € (0, 1/4) Teraz dzielimy U(z,y) na dwie czesci;

Uz,y) = /E:ot BTy (z,y)— / / =Uj(z,y) + Us(z,y). (5.10)

Jesli ¥ > 1, to korzystajac z twierdzenia 4.1 (c) dostajemy

)=t () 3 (21 e (22) (22)

1
<ct 172 ) a2
c exp ( 64t> x
(5.11)

Wowczas

1 o/ dt _ 1
U{(:c,y)<c/€2t A= 1/2exp(—m)x a/27<cx ’”2/0 t=h= B/QGXP(_M) dt

<cax? /r tM=F=3/2 gt — cpM—P—(at1)/2
0
(5.12)

Przy zalozeniu § <1 z twierdzenia 4.1 (b) mamy

_ 1 zy\ (e—1)/2 1
<ol _ LYz (a=1)/2 ¢ op—(at1)/2 b
Ti(z,y) < ct™ exp ( 16t) (215) (xy)~ ct” exp | ~ 16
(5.13)

Dzieki temu
! ~ —B dt - —B—(a+1)/2—1 1
Us(z,y) = t Tt(x,y)T <c t exp | — 167 dt <ec. (5.14)
T 0
Ostatecznie dzigki (5.12) i (5.14) dostajemy
llge (LYm(2)llL2((0,1/4), awy < cllmllr @+, ap) < cllmllLz@+, dp (5.15)
Laczac (5.9) 1 (5.15) dostajemy teze.
O

Znacznie latwiej, podobnymi metodami mozemy oszacowaé g.((—A)?), uzy-
skujac nastepujacy lemat.
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LEMAT 5.2. Zatdzmy, za g-(—A) sq przyblizeniami (—A)? dla 8 € (0,1). Wtedy
istnieje stata ¢ > 0 taka, ze dla funkcji m € L*(R), dla ktérych suappm C (%,2)
zachodzi

sup lge (=A)m(z)||L2¢(0,1/2)0(4,00)) < cllm| L2(w)- (5.16)
£

2. Roéznica pomiedzy (—A)? i L? w poblizu nosnika

LEMAT 5.3. Niech g-(— A) i ge(L) beda przyblizeniami (—A)° i LP dla B €
(0,1). Wtedy istnieje ¢ € C’go( ,4) oraz stata ¢ > 0 taka, ze dla wszystkich funkcji
m, dla ktérych suppm C (2,2), zachodzi

sup lg-(Lym(x) — =2 g (=) (¢m) (@)l 121 /a,0), apey < cllmllz@).  (5.17)
Dowdd. Niech ¢ € C’go( 4) bedzie taka, ze x(1/2,2) < ¥ < X(1/4,4)- Zdefiniujmy
¢(z) = 272y (). Oczywiscie ¢ € C°(1/4,4). Dla z € (3,2) mamy
u(z,e) = ge(L)ym(z) — 2~ "?g.(=A)(¢m) ()
=ca [0 (o) ~ Tm(z)

2

2 t

=cp /E:O t=F (x*“/QHt(m co)(x) — Ttm(:c)) dt

~ cpz/? / 8 (m(@)glw) — Hi(m - 9)(x)) 2
= (5.18)
Z (3.3) oraz (4.3) dostajemy

T(e.) = V2 (o) Tanjo () () exp (< 22) (a2, (519
Dalej

2 Hy(m - §)(x) = 2~/ / " Hyw,y)m(y)é(y) dy

=/ Hy(z, y)m(y)(zy) =" du(y)- (5.20)

Laczac trzy ostatnie wzory

uw.e) =y [ i / j2<xy>a/2Ht<x, ym)V (57+a) duly)

dt
— 5.21
L sy
gdzie V(z,a) = 1 — \/271'](,1_1)/2(2’)21/2 exp(—z). Ponadto z twierdzenia 4.1 (c)
zachodzi

v (%’a) | <cmin(1,xiy). (5.22)
Nastepnie
u(z,e) = cp /21 .. tcp /OO o=z, e) + ug(x). (5.23)
Oznaczmy ) 1
wa(e.8) = em(o) = [ Tela)m(y) duy), (5.24)
gdzie

1 2
_g— —a T — T
Te(2,y) = CX(1/4,4)(3?)X(1/2,2)(3/)/ 77732 (zy) =% exp <( 4ty) ) 14 (Qit/,a) dt.
52
(5.25)
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Sprawdzimy teraz, Ze niezaleznie od & > 0 iy > 0 zachodzi [, |Tc(z,y)|dz < c.
Rzeczywiscie dla e < |z — y| mamy

(z—y)? )2 (x—y)? M
/ t=A=1/2 exp (_(my)) dt < c/ t‘ﬂ_1/2t72M dt
g2 4t 0 (:E - y)

= clz —y|'7% (5.26)
oraz
e (z —y)* s -
/ t=h 1/263)<p(—> dt<c/ t=F 1/2dt<c(1—i—|x—y|1 20).
(2-y)? 4t (—y)?
(5.27)

Z polaczenia (5.26) oraz (5.27) latwo wynika sup.~ [ |T=(z,y)| du(z) < c. Analo-
gicznie sup, [ |Te(z,y)| du(y) < c. Te dwa szacowania natychmiast daja ograni-
czono§¢ operatorow I'c na LY (RT, du) i L°°(R™) ze wspolna stala niezalezng od ¢. Z
twierdzenia interpolacyjnego Riesza-Thorina sa one tez ograniczone na L?(R™, du)
i stala nie zalezy od €. To daje

SupHul(if e)ll2((1/4,4), dux)) < cllmllpz@+, ap) < cllm|lz2(w)- (5.28)

Na koniec oszacujmy

|u2(x)|<c/ |/ t=h= 3/zexp( (@ y) )dtdy

< c/ |m(y)|/ t P32 At dy < c|m|| L2+, dy)- (5.29)
1/2 1
Tak wiec rowniez

ua(, )ll2((1/4,4), d) < cllmll2@+, ap)- (5.30)

Laczac (5.28) i (5.30) dostajemy teze.
U

5.3. Lokalne poréwnanie operatoréw (—A)? i L#

TWIERDZENIE 5.4. Jesli m jest funkcjq o nosniku zawartym w (1,2) oraz 0 <

B < 1, to zachodzi réwnowaznosé
m € D(LP) <= m e D((-A)P). (5.31)

Ponadto odpowiednie normy Soboleva sq poréwnywalne, tzn. istnieje stata c, taka
ze dla wszystkich funkcji m spelniajacych powyzsze zatozenia zachodzi

Cil||m||W2,2[3 < Hm”ng% < C||m||W2,2ﬂ. (532)

Dowdd. Poniewaz supp(m) C (%,2), to oczywiscie

cHimll 2@y < lmllre@s, an) < cllmllL2r)- (5.33)
Zalozmy najpierw, ze m € D((—A)P). Dzieki (4.16), (5.33) oraz (3.13) dostajemy
||m||w72’{25 < cllmll 2@, dpy + C||Lﬁm||L2(R+,dp) <cllm| 2w + C”LBm”Lz(RJr,dp)

< cllmllwzzs + e | LPmll L2 s ap-
(5.34)

Teraz, korzystajac z twierdzenia o zbieznosci monotonicznej,

ILPm| 2+ ) = Sl;lgng( Iml L2 @+, du) < Sup||ge( )| L2((1/4.4), du)
I

+ sup ”gE(L)m||L2((O,1/4)U(4,oo),d;L)' (5.35)
£
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Dzieki lematowi 5.1 oraz wzorom (5.33), (3.13) mamy
sup llge (L)mllL2((0,1/0)0(4,00), apy < €llmllLzs, ) < cllmllr2@) < cllmllwzzs.
g
(5.36)
Korzystajac z (5.17) dostajemy

Sup g (L)m ()| £2((1/4,4), d) < Sup lg=(L)ym(z) — 2= 2go(—A) (¢m) (@) £2((1 /4,4), dp)
+ sup =2 g (—A) (¢dm) (@) || L2((1/a,4), dye)
£

<clmllpemw) +c¢ sup |9 (=) (¢m) (@) L2((1/4,4), dpr)-
£
(5.37)
Dalej

Sup [lg-(=A)(6m) (@)l L2 /a.0), awy < € $UD llge(=A)(9m) ()| 2=

=c[[(=28)(m- §)llr2() < cllm - dllwees < cllmllyzzs. (5.38)

W ostatniej nier6wnosci przywotaliSmy lemat 3.2 i to koriczy dowdéd nierdwnosci
lml| 226 < cl|mlly2.2s i implikacji (=).
H

Odwrotnie: zalozmy, ze m € D(LP). Korzystajac z (3.13), (5.33) oraz (4.16)
mamy
Im w20 < cllmllyyzes + cll(=2) ml| 2. (5.39)
Nastepnie
(=) mll o) = sup 92 (~ &)l e (5.40)
Uzywajac (5.17) policzmy

a/2

sup |ge(=A)(m - @) ()| L2(1/a,0) < € sup |27 Zge(=A)(m - ) (@) L2((1/4,), dp)

< e sup [lg(L)m(x) - 2= g (=) (¢m) ()| 2((1/4.4). dpo)
+ ¢ sup ||ge (L)m(@)|| 22 ((1/4,4), du)
e>0

<cllm|rzm) +c sup lge (L)mllL2((1/a,4), duy < € llmlly 220
(5.41)
Ponadto
sup [lg= (~A)(m - @)l 20,1 /ayutacen) < ellm - Blrzm) < ellmlzam) < cllmllyzas.
(5.42)
Wzory (5.40), (5.41) i (5.42) razem daja ||m - ¢||w228 < C”mHW’E‘,Zﬁ. Na koniec
ustalmy funkcje ¢ € C°(1/4,4), taka by ¥(x)é(z) =1 na (1/2,2). Wtedy
sup g (=A)m||p2w) = sup lge(=A)(m - ¢ ¥) | L2(w)
Sclm-¢-Yllwezs <cllm- dllwezs < cllmllyzes, (5.43)

a to konczy dowod drugiej nierownosci i implikacji (<).
O
Udowodniligmy lokalng poréwnywalnoéé operatoréw (—A)? i L? dla 8 € (0,1).
Rozszerzymy teraz ten wynik na § > 1 postugujac sie istotng samosprzezonoscia
operatorow (—A)P (patrz paragraf 2.6), ale od teraz bedziemy sie zajmowali tylko
jedna nier6wnoscia (potrzebna nam w dowodzie twierdzenia z rozdziatu 6), a dowdd
drugiej pominiemy, cho¢ podobnymi metodami mozna ja uzyskac.
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TWIERDZENIE 5.5. Jesli m jest funkcjg o nosniku zawartym w (%, 2), to zacho-
dzi implikacja
m € D(—A)=m € D(L). (5.44)

Ponadto istnieje stala c, taka ze dla wszystkich funkcji m spelniajgcych powyzsze
zalozenia zachodzi

Imllyzz < cllmllwe.s. (5.45)

Dowdd. Wezmy m € D(—A) o nosniku zawartym w (1,2). Wniosek 3.5 da-
je nam m/,m” € L*(R) w sensie dystrybucyjnym. Z twierdzenia 3.7 wezmy ciag
m, € C*(R) taki, ze m, — m w L*([R) oraz —Am,, zbiega w L*(R) (z do-
mknietosci operatora zbieznosé jest do —Am). Ustalmy funkcje n € Cgc(%, 4) spel-

niajaca x(12)(#) < n(x) < Xa4r 4o 1y(2). Teraz my - n — m w L?(R) oraz
—A(my, -n) — —Am w L*(R), poniewaz z lematu 3.2 mamy

[mn -0 —mlL2@®) = [[mn -1 —m-nllL2w < [[mp —m| 2@ — 0, (5.46)

1A (m, =) = A(m )|l 2w) < cll(mn — m)nllwe:
< cllmy — mllp2 g + el = A(my, —m)|| 2wy — 0. (5.47)

Dzieki powyzszym rachunkom mozemy bez straty ogélnosci przyjaé, ze supp m,, C
(3 + 5.4 — §5). Oczywicie —Am,, = —mj,. Podobnie, dzicki twierdzeniu 3.5,
—Am = —m” (przypomnijmy, ze Am oznacza dzialanie operatora A jako generato-
ra infinitezymalnego potgrupy Hy, a m’ nalezy rozumie¢ w sensie dystrybucyjnym).
Dzigki lematowi 4.5 oraz (4.12) wiemy, ze m,, € D(L). Jest tez wiadome, ze

Limg(z) = —m/(z) — 2m, (). (5.48)
T
Podobnie jak w (3.37) mamy

[my, —m/|| L2y = [IF(my, —m')|| 2w

< | F(mn = m)ll 2y + el F(my —m”) | 2wy, (5.49)

wige m], zbiega do m’ w L?(R). Wszystkie my,, m],,m/, maja nosnik w (§ + 45,4 —
1—10), wiec nosniki ich granic (odp. m, m’, m"’) sa zawarte w (i, 4). Poniewaz normy
w L*(R) i L*(R", du) dla funkeji o nosnikach w (1,4) sa réwnowazne, wiec ze
zbieznosci w L?(R) dostajemy zbieznosé w L?(RT, du), czyli:

m® - m® w L2(R*, du) dla k= 0,1,2. (5.50)

Dzigki temu oraz (5.48) mamy
m, — mw L*(RY, du) oraz Lm,, — —m" — Sl w L*(R™T, du). (5.51)
7 domknigtosci L wynika, ze m € D(L) oraz Lm(x) = —m/ (z)— 2m’(x). Na koniec

sprawdzimy szacowanie norm

||77”L||v[/721’2 < c(Imll 2@+, apy) + 1 Lml L2+, ap))

a
< (Imlzsce + I lis + | (2a) @) )
<e(Imlwas + ' (2)sco)) < clpmiwes (5.52

gdzie w obliczeniach skorzystaliémy z (4.16), (5.48), lematu 3.2 oraz (5.49).
(]
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TWIERDZENIE 5.6. Zatdzmy, ze B > 0 oraz m jest funkcjq dla ktorej suppm C
(3,2). Wtedy
m € D((-A)?) = m € D(LP). (5.53)
Ponadto istnieje stata c, taka zZe dla wszystkich funkcji m spelniajgcych powyzsze
zatozenie zachodzi

[mllyyz20 < cllmllwzs. (5.54)

Dowdd. Dla g € (0,1] juz pokazalismy teze. Ustalmy 5 > 1. Wezmy takie N € N
oraz § € (0,1], zeby 5 = N + 6.

Zalozmy, ze m € D((—A)NT?). Z wniosku 3.1 wiemy, ze jest to réwnowazne
warunkom:

m € D((=A)N), (5.55)

(=A)Nm € D((-=A)?). (5.56)

Whiosek 3.5 mowi, ze dystrybucyjne pochodne m/,m”,...,m®N) sa w L?(R).
Dzigki twierdzeniu 3.7 istanieje ciag przyblizen m,, € C2°(R) taki, ze

m, —m w L*(R), (5.57)

(=A)NHom,, — (=A)YNT9m w L2(R). (5.58)

Wowcezas dla 7 < N + § mamy
(=A)"m, — (=A)"m w L*(R). (5.59)

Identycznie jak w poprzednim twierdzeniu bez straty ogoélnosci mozna przyjaé,
ze suppm,, C (1 + %0,4 — %) Teraz dla k = 1,2,...,2N mamy

||m£1k) - m(k)HL2(R) < c|lmy, — mHLZ(JR) + C||m%2N) - m(QN))HlP(R): (5.60)

wiec m%k) — m®) w L%(R). To daje suppm®) C (i, 4).

Poniewaz LN%9 jest samosprzezony, to m € D(LN19) bedzie zagwarantowane
przez warunki:

my, — m w L*(RT, du), (5.61)
LN*om,, zbiega w L?(R*, dpu). (5.62)
Pierwsza zbiezno$¢ wynika natychmiast z (5.57) oraz poréwnywalnosci norm w
L2(R) i L*(R™, dy) dla funkeji o nosnikach w (1,4). Aby pokazaé (5.62), zapiszmy

LN (my, —my) = LO((LY — (=A))(mn —mi)) + L2 ((—2)N (my, —my))

= Sl(n, k) + Sg(n, k)

(5.63)
Dla funkcji klasy C°°(R) operatory (—A)YN i LY wyrazaja si¢ przez zlozenia wzo-
réw rozniczkowych (3.1) i (4.1). Tak wiec funkcje (LY — (=A)N)(m,, — my) i
(=A)N(m,, — mi) maja nosnik w (1,4). Mozemy teraz zastosowac juz udowod-
niona twierdzenie dla 8 € (0,1], bo cho¢ jest ono sformulowane dla przedziatu

( %, 2), to mozna identycznymi metodami pokazaé, ze jest prawdziwe rowniez dla
(1,4). Mamy

1S2(n, Bl 2+, ay < € I(=A)N (my — 110) w225
< ell(=2)N 0 (mn —mp) |2y + e l(=2)N (m — i)l 2@y, (5.64)
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czyli L2((—=A)Nm,,) jest ciagiem Cauchy’ego, wiec zbiega. Dalej
151, k)| 2t gy < ell(LY = (=A)Y)(mn = mp) | w22s
<e|(=A)°(LN = (=A)N) (M — mi) |2 w)
+C||(—A)5(mn —mk)||L2(R). (5.65)
Podobnie jak wyzej drugi sktadnik przy n, k — oo zbiega do 0. Zajmijmy sie pierw-
szym. Poniewaz m,, sa gladkie, to ze wzoréow (3.1) i (4.1) dostajemy
IN—1

(LY = (=A) M) (2) = Z vi(z)m (@), (5.66)

przy czym ;(z) sa gladkie, nie zaleza od m, i mozna zalozy¢, ze maja nosnik w
(%, 8). Teraz uzywajac lematu 3.2 dostajemy

2N—-1
[(=2)° (LN = (=2)) (mn = mp) |22 (r) < Z (= (@) (mp = mi) V)| 2 g)

2N—-1 2N-1 )

<e D @) (mp —mi) D) w2as < c Z cill(mp = mi) )220
=1
2N -1 ) 2N—-1

<e Y EPEF(mn —mi)llz@) < e Y lmn — millwaese
=1 =1

2N—-1
<e Y (Ima—muloze + -2 20m — i)

(5.67)

Dzieki 5.59 wszystkie sktadniki tej sumy daza do 0 przy n,k — oo. Pokazalismy
wiec, ze || Sa(n, k)| p2®+, du) — O przy n,k — oo, co koficzy dowdd m € D(LN*?).
Aby stwierdzi¢ poréwnywalnos$é norm przepiszmy obliczenia (5.63) (5.64), (5.65),
(5.67) zamieniajac m,, — my na m,. Teraz przechodzac z n do nieskornczonosci do-
staniemy
LN ml s ay < ¢ (Imll2@) + 1(=2) Y ml L2 w)) - (5.68)
O
Nastepujacy wniosek wyraza udowodnione twierdzenie w jezyku transformat
Fouriera i Hankela.
WNIOSEK 5.7. Jesli a, 3 > 0, to isnieje stata cq.g > 0 taka, Ze dla m € W28,
suppm C (3,2), mamy

| PO+ 0P (@) < o [ 1FR@I0 + D e (5.9
gdzie du(z) = z%dx.



ROZDZIAL 6

Twierdzenie mnoznikowe na przestrzeni Hardy’ego

W tym rozdziale zdefiniujemy przestrzeri Hardy’ego H'(R*, du), przytoczy-
my jej charakteryzacje poprzez funkcje maksymalna potgrupy, a nastepnie udo-
wodnimy pewne twierdzenie mnoznikowe dla transformaty Hankela na przestrzeni
HY(R*, du). Warunek na mnoznik, podobnie jak w przypadku klasycznego twier-
dzenia mnoznikowego dla transformaty Fouriera na przestrzeniach LP(R) (Hérman-
der [7]), jest wyrazony przy pomocy normy Soboleva || - ||yy2.5.

6.1. Atomowa przestrzen Hardy’ego

Przestrzen (RT, du) z metryks euklidesows jest przestrzenia typu jednorodnego
w sensie Coifmana-Weissa (zobacz [3]). Jednym z gtéwnych wlasnosci tej przestrzeni
jest warunek podwajania kuli: dla dowolnych x,r > 0 zachodzi

u(B(2,2r)) < e u(B(z,1)). (6.1)
DEFINICJA 6.1. Atomem na przestrzeni (RT,du) nazywamy funkcje a : RT —
C, ktora spetnia

(a) supp a C I, gdzie I C R™ jest przedziatem,
(b) llallec < (u(1))~",
(¢) Jp+adu=0.

Z powyzszej definicji natychmiast wynika, ze fR+ la] dp < 1.

DEFINICJA 6.2. Atomowq przestrzenig Hardyego HY(R™,du) nazywamy zbior
wszystkich funkcji f € LY (R, du), ktore mozina zapisaé w postaci f =5 07 | cpan,
gdzie a, sq atomami na (RY,dp) oraz ¢, € C sq takie, ze Y .| |en| < 0.

Na przestrzeni H'(R*, du) wprowadzamy norme

Il er e gy = inf Y lenl, (6.2)

n=1

gdzie infimum jest wzigte po wszystkich przedstawieniach f = >""7 | cpan.
Mozna pokazaé, ze przestrzeii R z powyzsza norma jest przestrzenia Banacha.
Z operatorami T} zdefiniowanymi wzorem (4.2) zwiazany jest operator maksy-
malny M zadany przez

Mf(z) = supTi f (). (6.3)

>0
Przytoczymy teraz wynik z [1], ktéry charakteryzuje przestrzen H'(RT, du) uzy-
wajac M.

TWIERDZENIE 6.1. Zachodzi rownowaznosé
f e H R, du) <= Mfec L'RT, du). (6.4)
Ponadto odpowiednie normy sq réwnowazne, tzn.

ML @+, duey) < Il @s, dwy < lMFIr @, ap)- (6.5)

26
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6.2. Twierdzenie mnoznikowe
TWIERDZENIE 6.2. Zaldzmy, ze m jest funkcjg ograniczong na RT takq, ze dla
pewnej liczby B> (a+ 1)/2 i kazdej funkcji n € 030(%, 2) zachodzi
sup [[n(:)m(t)llw=s < e, (6.6)

Wtedy operator mnoznikowy
Smf(x) = H(m()Hf(-)(x) (6.7)
jest ograniczony na H'(RT, du).

UWAGA 6.3. Operator S, na poczatku jest zdefiniowany tylko na L*(R*, du)N
HYR*, du), ktory jest gestym podzbiorem H(RY, du). Poniewaz jednak pokaze-
my, ze jest on ograniczony z L*(R*, du)NHY(RT, du) do HY (R, du), to z analizy
funkcjonalnej wiadomo, Ze istnieje jedyne przedtuzenie na H'(R™T, du), ktdre réw-
niez jest ograniczone (przez tg samg stalq).

Dowdd. Pokazemy, ze istnieje stala ¢ > 0 taka, ze dla dowolnego atomu a €
HYR*, du) zachodzi

[M(Sma)llLrw+, au) < ¢ (6.8)

Zalozmy wiec, ze atom a jest zwiazany z kula B(yo, ). Ze wzoru (4.10) wynika, ze

IHfll2 @+, dpy = Call FllL2 @+, ap)- (6.9)

To natychmiast daje

||Sma||L2(R+,du) = C||mHa||L2(R+,du) < C||m||00||Ha||L2(R+,dp) <c ||aHL2(R+,du)~
(6.10)
Skorzystamy teraz z warunku podwajania (6.1). Jest dobrze znane, ze M jest ogra-
niczony na L?(R*, du), tak wiec z nieréwnosci Cauchy-Schwarza dostajemy

[M(Sma)ll 1 (Byo.2r), amy < 1B (o, 2r) 2| M(Sma) |l 2(B(yo.20), du)
< cu(Byo, 1) ?|Small 2@+, ap)
< CM(B(ymT))l/QHGHL?(]R*',du) < ¢ (6.11)
bo korzystajac z warunku (b) definicji 5.1 mamy

llall 2@+, auy < llallz2(Byo.r), duy < llalloollUL2(B(yo,r), du)
< pu(B(yo,m) ' u(B(yo,m))? = u(B(yo, )% (6.12)

Majac na uwadze (6.11), zeby pokazac¢ (6.8), wystarczy sprawdzi¢

[M(Sma)llLr(B(yo,2r)e, du) < € (6.13)
W tym celu ustalmy funkcje ¢ € CSO(%, 2) taka, ze

> WP (277¢) =1 dla £>0. (6.14)

JEZ

Dowod istnienia takiego ¢ nie jest trudny, ale go pominiemy. Wéwczas
m(€) =D my(€), gdzie m;(€) =m(€)Y*(277¢). (6.15)
JEL
Aby (6.13) bylto prawda wystarczy pokazaé

S T IM S, @)L (Byo 20, dpy < - (6.16)
JEZ
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Poniewaz T; jest rowniez operatorem mnoznikowym z mnoznikiem e‘tfz, to
2
Ty, F(2) = S, sz ) = H (7 my(OHI(©)) ()
= Myax f(@) = [ Mol ) (0) duty), (617)
R

gdzie M; (x) = H(mj(f)e_tf2)(w) oraz M; (z,y) = TYM, ().

Oznaczmy ;¢ (§) = m;(206)e27E | M (x) = H(my,) oraz M (z,y) =
Tyijt({II).
Teraz z lematu 4.8 wynika, ze

M;o(x) = 2 DM, (D) oran Mj(ay) = 2 TDM (P, 2y). (6.18)
Udowodnimy teraz lemat, ktory daje pewne szacowania na M, ,(x).

LEMAT 6.3. Jesli m spetnia zatozZenia twierdzenia, to istanieje § > 0 taka, Ze
dla wszystkich j € Z oraz r > 0 mamy

/ sup |M; +(z,y)| du(z) < ¢ (29r)™°  dla wszystkich y > 0, (6.19)
\

z—y|>r t>0
/ sup | M; 4 (z,y) — Mj (2, ') du(z) < 2|y — /| dla wszystkich y,y > 0.
R+ >0
(6.20)
Dowdd lematu. Mnoznik operatora T3S, jest postaci
e m(€) = e P(27IE) (27T E)m(E) = () - 05(6), (6.21)
gdzie \;+(§) = e~ (279¢) oraz 0;(&) = (279¢)m(€). Oznaczmy
Na(€) = Xa(26) = e PEY(9),0,(6) = 0,(P) = p(©Om(PE).  (6.22)
Niech 1~\j¢(x) = ijﬂf(x) oraz (:'jj (x) = Haj(a:) Z zalozenia istnieje stala ¢ taka, ze

niezaleznie od j € Z zachodzi H5j|‘W2,[i < c. Wniosek 5.7 daje

/]R+ 16, (2)2(1 + 2)°% du(z) < c. (6.23)

Ustalmy 6 € (0, 5—(a+1+¢)/2). Stosujac nier6wnosé Cauchy-Schwarza dostajemy

/]R+ 10, (2)|(1 + z)° du(z) = /R+ 16,(2)|(1+2)? - (1 +2)° P dpu(z)
< (/R+ 105 (@) *(1 +2)*° du(x)> " (/R+(1 ) du(x)) N

1/2
<c (/ (14 z)" o7 1=g dx) <g, (6.24)
R+
ze stala c niezalezna od j € Z. Z drugiej strony mozna sprawdzi¢, ze dla ustalonego
k € Z istnieje ci, takie, ze

sup ||Xj,t||ck(%72) < ¢g. (6.25)
JEZ>0

Korzystajac z lematu 4.5 dla dowolnie duzego N € N dla > 0 mamy

sup |Aj(2)] <en(142)7N. (6.26)
JEZ,;>0

Przypomnijmy, ze ws(x) = (1 + x)°. Teraz

sup [M;(z)] = sup [H(0;7;,) (2)| = sup |0 * A (z)] < ex w_y %|0;|(z). (6.27)
t>0 t>0 t>0



6.2. TWIERDZENIE MNOZNIKOWE 29

Niech N bedzie tak duze, by ||w_n| p1 &+ ws ) < ¢ Uzywajac lematu (4.6) oraz
(6.24) dostajemy

/ sup | M,1(2)| (1 +2)° dpa() < enllw-n |2 @ g 19512 @+ s apy < -
R

+ >0

(6.28)
W tym momencie (6.19) jest juz latwym wnioskiem z (6.18), (6.28) i lematu 4.7.
Mianowicie

/ sup |M; 4 (z, )| dp(z) = 29D / sup | T2V, (27 )| dpu(z)
| |

z—y|>r t>0 z—y|>r t>0

< 2ilath) / T2 <sup|J\7; t(2jx)> du(z)
lz—y|>r t>0

</ T2 <sup %(wﬂ) du(z)
|z —2iy|>2ir >0

< (2 —5H M ‘ < (2P0 (6.29
@) s e, . <e@n L 629

Zajmijmy si¢ teraz dowodem (6.20). Oznaczmy 7, (&) = e‘t22j521/}(£)652 i rozt6zmy

() = e R - pOmME) e =7u(6) - 0;() e . (6.30)
Niech ]\7]'7,5(%‘) = Hn,(x). Podobnie jak dla X zachodzi

sup |7t e (1/2,2) < cx (6.31)
JEZ,t>0

wiec dla dowolnie duzego N € N mamy

sup \th(x)\ < eNw_p. (6.32)
JEL,E>0

Ustalmy N takie, aby |[[w_n|lp1 g+, 4u) < ¢ Dalej, jednostajnie wzgledem j € Z,
szacujemy

[ s 8 v 8w dute) < [ (supl8l) « 18,60 o)

+ t>0 t>0

< CNwaNHLl(RﬂdH)H@j(x)”Ll(RJr,dH) < C. (633)

7 tego, co pokazaliSmy w rozdziale czwartym wiemy, ze Ty'H(e*tgz)(x) = Ti(z,y).
Ponadto jest dobrze znane, ze H(e =S )(z) = ce=*/*. Wowczas

sup | Mj (2, y) — My (x,y)|
t>0

= sup (Njux6;) # TV (H(e™)) (@) = (Njux 6, )+ T (H(e <)) (x)

=sup| [ 17 (§,048,) () (Ty(e9) = To(e.w) )

< [ 7 (015285 ) (TaCeon) = T ) (6.34)
R+ >0
Uzywajac lematu 4.9 dostajemy
[ 113G = Tie)l duGe) < ely o' (6.35)
Teraz dzieki (6.33), (6.34) i (6.35) dostajemy

/ sup | M1 (2, ) — My (e, )| < cly — o/, (6.36)
R

+ t>0
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gdzie stala c nie zalezy od j € Z. Aby dokoriczyé¢ dowod wzoru (6.20) skorzystamy
z (6.18) oraz (6.36). Mamy

/R sup |M; (2, y) — M; o(, ') dpu()

+ t>0

— 9ila+1) / sup |J,\\jj,t(2jx; ij) — ]\Ajj)t(%x, 2jy’)| dp(x)
R+ t>0

= / sup |Mj(x,27y) — My(2,27y) | dp(z) < ey —y/|.  (6.37)
R

+ t>0

Tak wiec lemat 6.3 zostal udowodniony.
O

Wrécémy teraz do dowodu (6.16). Przypomnijmy, ze supp a C B(yp,r). Ustalmy
K € N spelniajace

27K <27 BFL (6.38)
Rozbijmy
D M (Sm, )| Bgo2rye dpy = D, 1M (Smy @)l L1 (Byo .20y, dp)
JEL i>K
+ Y M Sy @i (Byo,2rre, dro
i<K
=S, + Ss. (6.39)

Teraz uzywajac (6.19) mamy

Sp = Z/ sup [Ty, a(x)| du(x)

z—yo|>2r t>0

J>K
<[ swlMae)ow)] duty) dutz)
i>K |lz—yo|>2r J |ly—yo|<r t>0
S [ s M)l dute) du)
j>K < ly—vol<r |z—y|>r t>0
Ser™ ) 2 e~ (6.40)
I>K

Nastepnie przy pomocy warunku f]w a(y) du(y) = 0 oraz (6.20) dostajemy

Sy < Z/R Sup‘/ly—yo<r M; (@, y)aly) du(y)| dp(w)

i<w IR 10
=5 [ sl [ (ale) ~ Mo )alw) du(w)| duta)
<K JRT 1201 |y—yol<r
<[ e [ sup M) - My o) dut) dia)
<K Y ly—vol<r R+ t>0
<e 2 [l - wldut) <er 32 < (6.41)
J<K ly—yol<r J<K

Tak wiec udowodnilismy (6.16), ktory byl ostatnia rzecza potrzebna do pokazania
(6.8), ktore dzieki (6.5) daje

HSma||H1(R+, du) S G (6.42)
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gdy a jest atomem na (R, du). Wezmy teraz f € L2(RY, du) N HY(RT, du) i jej
przedstawienie postaci f = ZjeN Ajaj. Jedli pokazemy, ze

Smf =Y AiSmaj, (6.43)

jEN
to dowod bedzie zakoriczony, poniewaz
1Sm £l e s, dy < > I 1Smas @, ap < ¢ > 1A (6.44)
JjeN jEN

i biorac obustronnie infimum dostajemy ||Sp fll g1 r+, ap) < ¢ |f | @+, du)-

Aby pokazaé (6.43) zauwazymy, ze operator Sy, : L>(R*, du) N HY(R*, du) —
D'(0,00) jest ciaglty (D'(0,00) jest przestrzenia dystrybucji z funkcjami probnymi
klasy C°(0,00)). Zauwazylismy juz, ze jesli ¢ € C2°(0,00), to Hyp € LY(R*, du)
(por. lemat 4.5), a to daje

ISl = sup | [ m(€)H(6n€) )| < Il Ml < 0.
x R
(6.45)
Ponadto
Il @+, dpy < Z Al llall @+, an) < Z RYIF (6.46)
jEN JEN
wiec || fllr e+, ap) < | f1l o v+, apy- Zatem jesli H(RY, du) NL*(RY, dp) 5 fr, — f
w sensie H*(R™T, du), to takze f, — f w L*(R*, du). Biorac funkcje probna ¢ €
C2°(0,00) mamy
< Spfn=Smf, ¢ >= /RJr(fn—f)Sm(/)dM <N fa=Fllzr s, ap | Smdllc — 0, (6.47)
co koriczy dowod zapowiedzianej ciaglosci. Z tego wnioskujemy, ze

< Smf,0>=< Z)\jaj,Sm(;S >= Z < )\jaj,Smd) >

JjEN JEN
= <A Smaj, ¢ >=< Y X;jSmaj, ¢ >, (6.48)
JjEN JEN

czyli (6.43) jest prawdziwe, a to koriczy dowod twierdzenia.
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