Zadania 8.1 Odpowiedzi

1. Wektory i wartosci wtasne.

(a)

()

Plaszczyzna  jest rozpieta na przyklad na wektorach @ = (102)Ti ? = (013)T.
Wektorem symetrycznym wektora z ptaszczyzny 7 jest on sam. Dlatego tez kazde
takie dwa niewspotliniowe wektory np. aib sg wektorami wtasnymi tego prze-
ksztatcenia z warto$é¢ wlasna rowng 1. Natomiast dla wektoréw spoza plaszczyzny
7 przeksztatcenie ma wartos¢ wtasng rowng —1, a wektorem wlasnym jest wektor
prostopadly do ptaszczyzny 7 np. (23 — 1)7.

Niech R bedzie rzutem punktu X = (xy 2)T na plaszczyzne 7, a X’ oznacza obraz
punktu X wzgledem zadanego powinowactwa. Wtedy

—
RX' — —2RX, cnyli X' = 3R — 2X.

Dla kazdego wektora z ptaszczyzny 7 jego rzutem na te plaszczyzne jest on sam.
Wtedy z powyzszego wzoru mamy X' = X. Oznacza to, ze warto$cig wlasng
przeksztalcenia jest liczba 1, natomiast wektorami wiasnymi wektory rozpinajace
zadang ptaszezyzne np. (10 —2)7 i (01 — 1)T. Dla wektoréw spoza plaszczyzny
7 mamy R = 0, czyli X’ = —2X. Stad wartoscia wlasnag bedzie liczba —2, a
wektorem wlasnym wektor prostopadty do zadanej ptaszczyzny np. (211)7.
Inny sposob rozwiazania tego zadania polega na wyznaczeniu macierzy przeksztal-
cenia zadanego powinowactwa prostokatnego, jej wielomianu charakterystycznego,
a z niego wartosci wlasnych. Rzut R punktu X na zadana ptaszczyzne ma wspot-
rzedne %(Zx — 2y — 2z, —2x + by — z,—2x — y + 5z. Wtedy

-1 -1 -1
1
X/:3R—2X:§(—2x—2y—2z —2r+y—z —20—y+z)’ = —} gl —15 X
L =5 3

Nastepnie

Stad otrzymujemy wartosci wlasne:
(t—1)t*+t—2)=0, czylit; =1, ty = =2, t3 =1,

a potem wektory witasne.

Podobnie jak w podpunkcie a), mamy podwdjna warto$¢ wlasna réwna 1 z wek-
torami wtasnymi, ktore rozpinaja te plaszczyzne np. (401)T i (021)T. Druga
wartoéé wlasna jest réwna 0, a wektor whasny jest postaci t(111)7.

2. Wielomian charakterystyczny jest postaci (a —t)(d —t)(f —t), a wiec wartosci wlasne
tot=ua, t=d, t = f. Wektory wlasne sg nastepujace:

e dlat=ato (100)7,
e dlat=dto (52 10)7T,

d—a

o dlat=fto(z=ptts — 25 17

a—f)(d—f) d—f



3. Jezeli F jest izometria, to |F(X)| = |X|. Dla t wartosci wlasnej mamy natomiast

F(X) =tX. Zatem F(X)| = [tX| = |t| - |X]| = | X]. Stad |t| = 1. Dla rzeczywistych ¢
zachodzi:

e Jezeli t = 1, to izometria jest obrotem.

e Jezeli t = —1, to izometria jest symetria, czyli odbiciem wzgledem ptaszczyzny.

. Macierza obrotu wokot osi OZ jest

cos¢p —sing 0
M = | sing cos¢p O],
0 0 1

a wielomian chrakterystyczny jest postaci (1 — t)(t* — 2tcos¢ + 1). Pierwiastki tego
wielomianu, czyli wartosci wlasne tot =1, t = €', t = e,

. Wykorzystamy nastepujaca wtasno$é¢ macierzy:
— —
W +d VW =WV W+ VT D,

ktora jest prawdziwa dla kazdej kolumny i kazdego wiersza macierzy. Mamy zatem
kolejno
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gdzie D;; jest wyznacznikiem macierzy, ktéra powstaje z macierzy A po wykresleniu
wiersza o indeksie ¢ oraz kolumny o indeksie .



. Poniewaz
p—t 0 0

0 a—t b |=(p-—1)-
0 c d—t

a—t b
c d—1

Y

wiec wartosciami wlasnymi sg liczby p, A1, As.

cJezeli AX =tX, to A3X = A%(tX) = tA%X = t2AX = t3X. Jezeli ponadto A% = A,
to tX = t3X, co daje réwnoéé t =t3. Stad t =0, t = —1, t = 1.

. Jezeli taki wielomian miatby nierzeczywisty pierwiastek, to jego sprzezenie tez by-
toby pierwiastkiem. To oznaczoby jednak, ze ten wielomian musiatby by¢ przynajmnie;j
czwartego stopnia.

. Poniewaz calg przestrzen rozpinaja np. wektory
er=01007 e =0107" e =001)7,
to z warunkéw zadania mamy nastepujace zaleznosci:
A€l = \e3, Aes = \ej, A = \ej.

Rozwiazujac te rownania ze wzgledu na nieznane wyrazy macierzy A otrzymamy, ze

A= X1



