
Zadania 2.5 Odpowiedzi

1. Macierze przeksztaªce« liniowych. X =

(
x
y

)

a) F (X) =
(

a√
a2+b2

b√
a2+b2

)(
x
y

)
, czyli m(F ) =

(
a√

a2+b2
b√

a2+b2

)
b) F (X) = 1

2
det

(
a1 x
a2 y

)
=

(
−0.5a2 0.5a1

)(x
y

)
, czyli m(F ) =

(
−0.5a2 0.5a1

)
c) m(F ) =

(
v1 v2

)
d) m(F ) =

(
p
q

)
e) m(F ) =

(
a
)

2. Obrazy punktu A =

(
1
1

)
i punktu 2

a) F (A) = a√
a2+b2

+ b√
a2+b2

b) F (A) = 0.5a1 − 0.5a2

c) F (A) = v1 + v2

d) F (2) =

(
2p
2q

)
e) F (2) = 2a

3. Przeciwobraz punktu 0. Tu trzeba wyznaczy¢ punkt X taki, »e F (X) = 0. Gdzie 0 oznacza

- w zale»no±ci od sytuacji - liczb¦ 0 lub punkt O =

(
0
0

)
a) prosta y = −a

b
x, b 6= 0, chocia» lepiej zapisa¢ odpowied¹ w postaci ogólnej ax + by = 0

lub parametrycznej. Na przykªad takiej {x = bt, y = −at} , gdzie parametr t jest dowoln¡
liczb¡ rzeczywist¡

b) prosta y = a2
a1
x, a1 6= 0, −a2x+ a1y = 0, {x = a1t, y = a2t}

c) prosta y = −v1
v2
x, v2 6= 0, v1x+ v2y = 0, {x = v2t, y = −v1t}

d) je»eli

(
p
q

)
nie jest punktem O=

(
0
0

)
, to przeciwobrazem O jest O natomiast, je»eli

(
p
q

)
jest punktem O, to przeciwobrazem O jest R

e) je»eli a 6= 0 , to przeciwobrazem 0 jest 0, natomiast je»eli a = 0 , to przeciwobrazem jest
R

4. Je»eli

(
p
q

)
nie jest punktem O, to przeciwobrazem

(
0
0

)
jest 0, natomiast je»eli

(
p
q

)
jest

punktem O, to przeciwobrazem

(
0
0

)
jest R. Tu trzeba wyliczy¢ t z prostego ukªadu równa«

tp = 0, tq = 0 w zale»no±ci od p i q



5. Obraz punktu

(
1
1

)
przez przeksztaªcenia a�niczne

a) z de�nicji symetrii ±rodkowej mamy ukªad równa«

(
x′ − 2
y′ − 1

)
=-

(
x− 2
y − 1

)
St¡d szukanym

obrazem jest punkt

(
−x+ 4
−y + 2

)
Podstawiaj¡c tu zadany punkt

(
1
1

)
w miejsce

(
x
y

)
otrzymujemy, »e szukanym obrazem punktu

(
1
1

)
wzgl¦dem powy»szej symetri ±rodkowej

jest punkt

(
3
1

)
b) pierwsza wspóªrz¦dna nie ulega zmianie natomiast druga zmienia znak. St¡d szukanym

punktem jest

(
1
−1

)
c) w miejsce X wstawiamy zadany punkt i otrzymujemy

(
2 1
0 3

)(
1
1

)
=

(
3
3

)
d) szukanym obrazem jest punkt

(
1 0
4 1

)(
1
1

)
+

(
1
1

)
=

(
2
6

)
6. Przeciwobrazy punktów A =

(
1
1

)
i B =

(
2
0

)
a) Trzeba wyznaczy¢ proste prostopadªe do prostej x + y − 2 = 0 dla punktów A i B

odpowiednio. St¡d przeciwobrazem punktu A s¡ punkty le»¡ce na prostej y − x = 0 a
punktu B s¡ punkty na prostej y − x+ 2 = 0

b) Poniewa» punkt A le»y na prostej y = x, wi¦c jego przeciwobrazem wzgl¦dem odbicia
symetrycznego wzgl¦dem tej prostej jest on sam tzn. punkt A. Punkt B le»y na osi x.
Poniewa» o± x w wyniku tego przeksztaªcenia przechodzi na o± y, wi¦c przeciwobrazem
punktu B b¦dzie pewien punkt na osi y. Jaki? Nale»y wyznaczy¢ prost¡ prostopadª¡
do prostej y = x i przechodz¡c¡ przez punkt B. Jest to prosta y = −x + 2. Prosta ta

przecina o± y w punkcie y = 2. St¡d przeciwobrazem punktu B jest punkt

(
0
2

)
c) Mamy wyznaczy¢ punkt X z równania F (X) = A. Z tego równania otrzymujemy jedno

równanie 2x+2y = 1. St¡d przeciwobraz punktuA stanowi¡ punkty na prostej o równaniu
2x+2y−1 = 0. Dla punktuB post¦pujemy podobnie. Wtedy mamy wyznaczy¢ taki punkt
X, który speªnia równanie F (X) = B. Otrzymujemy sprzeczny ukªad nast¦puj¡cych
równa« {2x+ 2y = 2, 2x+ 2y = 0} St¡d przeciwobrazem punktu B jest zbiór pusty.

d) Tu post¦pujemy analogicznie, jak w podpunkcie poprzednim. Dla punktu A otrzymujemy

ukªad równa«, którego rozwi¡zaniem jest punkt

(
1
3

−1
6

)
.

7. Sprawdzenie ró»nowartowo±ci i 'na' przeksztaªce«

a) Jest ro»nowartosciowa i 'na' , bo macierz obrotu ma wyznacznik równy 1, wi¦c niezerowy.

b) Nie jest ró»nowarto±ciowe, bo dowolne dwa ró»ne punkty na prostej prostopadªej do l
przechodz¡ na jeden punkt na prostej l. Nie jest 'na', bo obrazem caªej pªaszczyzny jest
tylko prosta l.



c) Przeksztaªcenie to przeprowadza caª¡ pªaszczyzn¦ w jeden punkt P, czyli nie mo»e by¢
ani ró»nowarto±ciowe, ani 'na'.

d) Nie jest ró»nowarto±ciowe, bo ró»ne trójk¡ty o podstawie OA mog¡ mie¢ to samo pole.
Wystarczy ró»ne punkty X dobiera¢ tak, aby odlegªo±ci mi¦dzy tymi punktami , a ich
rzutami na prost¡ OA byªy równe. Jest 'na', poniewa» macierz m(F ) jest niezerowa.

e) Jest ró»nowarto±ciowe, bo m(F ) =

(
2
3

)
jest niezerowa. Przeksztaªcenie z prostej w

pªaszczyzn¦ nigdy nie jest 'na'.


