
Zadania 3.1 Odpowiedzi

1. Warto±ci i wektory wªasne z de�nicji.

a) Dla przeksztaªcenia zerowego rozwi¡zujemy równanie

(
0 0
0 0

)(
x
y

)
= λ

(
x
y

)
. St¡d

λ = 0, a

(
x
y

)
jest dowolnym niezerowym wektorem z R2.

b) Symetria ±rodkowa jest takim przeksztaªceniem F, »e F (X) = −X.

Zatem m(F ) =

(
−1 0
0 −1

)
. Rozwi¡zuj¡c równanie

(
−1 0
0 −1

)(
x
y

)
= λ

(
x
y

)
mamy

λ = −1, natomiast

(
x
y

)
jest dowolnym niezerowym wektorem z R2.

2. Warto±ci i wektory wªasne powinowactwa prostok¡tnego F o osi l : ax + by = 0 i skali k.

NiechX0 =

(
x0
y0

)
b¦dzie rzutem punktuX =

(
x
y

)
na prost¡ l, aX ′ =

(
x′

y′

)
niech oznacza

obraz X przez F .

a) Wyznaczamy m(F ):

• W pierwszy kroku wyznaczamy rzut X0 punktu X na o± l.

Poniewa» wektor
−−→
XX0 jest równolegªy do wektora normalnego

(
a
b

)
prostej l, a X0

le»y na prostej l, wi¦c musimy rozwi¡za¢ nast¦puj¡cy ukªad równa«:{(x0 − x
y0 − y

)
= t

(
a
b

)
ax0 + by0 = 0

Otrzymujemy:

x0 =
b2x− aby
a2 + b2

y0 =
−abx+ a2y

a2 + b2

t = −ax+ by

a2 + b2

• Teraz wyznaczamy X ′ w zale»no±ci od X korzystaj¡c z de�ncji powinowactwa

prostok¡tnego:
−−−→
X0X

′ = k
−−→
X0X. Zapisuj¡c ten warunek w postaci

{x′ = x0 + k(x− x0), y′ = y0 + (y − y0)}

otrzymujemy

m(F ) =
1

a2 + b2

(
ka2 + b2 (k − 1)ab
(k − 1)ab kb2 + a2

)
b) Aby wyznaczy¢ warto±ci i wektory wªasne tego przeksztaªcenia przejdziemy do jego

interpretacji geometrycznej.



• Je»eli X le»y na osi l, to obrazem X jest on sam, dlatego λ = 1, a za X mo»emy

przyj¡¢ wektor kierunkowy prostej l tzn. wektor

(
−b
a

)
.

Je»eli X le»y na prostej przechodz¡cej przez O i prostopadªej do l,to obrazem X jest
wektor kX. Dlatego w tym przypadku warto±ci¡ wªasn¡ b¦dzie liczba k, a wektorem

wªasnym

(
a
b

)
.

• Na koniec nale»y sprawdzi¢ poprawno±¢ odgadni¦tych wyników przez podstawienie
ich do równo±ci:

1

a2 + b2

(
ka2 + b2 (k − 1)ab
(k − 1)ab kb2 + a2

)(
x
y

)
= λ

(
x
y

)
• Ostatecznie otrzymujemy warto±ci wªasne 1 i k oraz odpowiednio wektory wªasne(
−b
a

)
i

(
a
b

)
.

3. Warto±ci wªasne izometrii liniowej F .
Je»eli F jest izometri¡, to speªniony jest nast¦puj¡cy warunek: |F (X)| = |X| . Je»eli X jest
wektorem wªasnym z warto±ci¡ wªasn¡ λ, to F (X) = λX. Mamy zatem nast¦puj¡cy ci¡g
równo±ci:

|X| = |F (X)| = |λX| = |λ| · |X| ,

sk¡d |λ| = 1.
Dla λ = 1 izometria liniowa jest obrotem, a dla λ = −1 symetri¡ osiow¡ wzgl¦dem prostej
przechodz¡cej przez O.

4. F ma warto±¢ wªasn¡ 0, tzn. F (X) = 0 ·X dla X 6= 0. St¡d np. 2F (X) = 0. Korzystaj¡c z
liniowo±ci F mamy F (2X) = 0. W ten sposób orzymujemy dwa ró»ne punkty (tzn. X i 2X),
które przechodz¡ na ten sam punkt O. St¡d F nie jest ró»nowarto±ciowe.

5. Wielomian charakterystyczny macierzy

(
a c
0 b

)
jest postaci (a− λ)(b− λ).

a) Przypadek a 6= b.
Warto±¢ wªasna λ = a.

Wtedy wektory wªasny wyznaczamy z równania

(
0 c
0 b− a

)(
x
y

)
= 0. St¡d otrzymu-

jemy ukªad równa« {cy = 0, (b − a)y = 0}, który ma jedno rozwi¡zanie y = 0. Wtedy

wektorem wªasnym jest t

(
1
0

)
Warto±¢ wªasna λ = b.

Wtedy wektory wªasny wyznaczamy z równania

(
a− b c

0 0

)(
x
y

)
= 0. St¡d otrzymu-

jemy równanie (a− b)x+ cy = 0, którego rozwi¡zanie jest zale»ne od c.

Je»eli c 6= 0, to y = b−a
c
x, a x dowolne i wtedy wektor wªasny jest postaci: t

(
1

b−a
c

)
.

Je»eli c = 0, to x = 0 i y dowolne i wtedy wektor wªasny jest postaci: t

(
0
1

)
.



b) Przypadek a = b.

Wtedy wektory wªasne wyznaczamy z równania

(
0 c
0 0

)(
x
y

)
= 0. St¡d otrzymujemy

równanie cy = 0, którego rozwi¡zanie zale»y od c.
Je»eli c 6= 0, to y = 0. Poniewa» nie byªo ogranicze« na x, wi¦c jest dowoln¡ liczb¡

rzeczywist¡ i dlatego wektor wªasny w tym przypadku ma posta¢: t

(
1
0

)
Je»eli c = 0, to y jest dowolne oraz x te» dowolne i dlatego w tym przypadku wektorem
wªasnym jest dowolny wektor z R2.

6. Wielomian charakterystyczny macierzy A =

(
1 p
−p 3

)
jest postaci λ2 − 4λ + 3 + p2.

Liczba warto±ci wªasnych macierzy A jest zale»na od ilo±ci rozwi¡za« powy»szego trójmianu
kwadratowego, którego wyró»nik ma posta¢ ∆ = 4(1− p2). St¡d ich liczba wynosi

0, |p| > 1

1, |p| = 1

2, |p| < 1

.

7. �atwo sprawdzi¢, »e wielomian charakterystyczny macierzy A =

(
a b
c d

)
jest postaci

λ2 − tr Aλ+ detA, gdzie tr A = a+ d oraz detA = ad− bc
St¡d tr A = 4 i detA = 5. Przykªadow¡ macierz¡ speªniaj¡c¡ te warunki jest macierz(

4 −1
5 0

)
.

8. �atwo sprawdzi¢, »e dla n = 2 jest speªniona równo±¢

(
a 0
0 b

)2

=

(
a2 0
0 b2

)
.

Korzystaj¡c z zasady indukcji matematycznej otrzymujemy ci¡g równo±ci(
a 0
0 b

)(n+1)

=

(
a 0
0 b

)n(
a 0
0 b

)
=

(
an 0
0 bn

)(
a 0
0 b

)
=

(
a(n+1) 0

0 b(n+1)

)
.

9. Z zale»no±ci F (u + v) = F (u − v), korzystaj¡c z liniowo±ci F , otrzymujemy F (u) + F (v) =
F (u)− F (v). St¡d F (v) = 0 = 0 · v.To oznacza, »e v jest wektorem wªasnym F dla warto±ci
wªasnej równej 0.

10. Niech λ i X 6= 0 oznaczaj¡ odpowiednio warto±¢ wªasn¡ i wektor wªasny macierzy A
speªniaj¡cej warunek A2 = A. Wtedy otrzymujemy nast¦puj¡cy ci¡g równo±ci

λX = AX = A2X = A(AX) = A(λX) = λAX = λ2X.

St¡d λX = λ2X. Rozwi¡zaniem tego równania jest para liczb 0 lub 1.

11. Niech λ i X 6= 0 oznaczaj¡ odpowiednio warto±¢ wªasn¡ i wektor wªasny przeksztaªcenia F
speªniaj¡cego warunek F ◦ F = F . Wtedy

λX = F (X) = (F ◦ F )(X) = F (F (X)) = F (λX) = λF (X) = λ2X.

St¡d λX = λ2X. Rozwi¡zaniem tego równania s¡ liczby równe 0 lub 1.
Przykªady takich przeksztaªce« to: rzut na prost¡, przeksztaªcenie staªe, identyczno±¢.



12. Mamy nast¦puj¡cy ci¡g równo±ci:

A2v = A(Av) = A(λv) = λAv = λ2v.

St¡d A2v = λ2v, a ta równo±¢ oznacza, »e v jest równie» wektorem wªasnym macierzy A2 dla
warto±ci wªasnej λ2.

13. Mamy nast¦puj¡cy ci¡g równo±ci:

F 2v = F (Fv) = F (λv) = λFv = λ2v.

St¡d F 2v = λ2v, a ta równo±¢ oznacza, »e v jest równie» wektorem wªasnym przeksztaªcenia
F 2 dla warto±ci wªasnej λ2.


