Zadania 3.1 Odpowiedzi

1. Wartodci i wektory wtlasne z definicji.

a) Dla przeksztalcenia zerowego rozwiazujemy réwnanie (8 8) (;) = A (g) Stad

A=0,a (z) jest dowolnym niezerowym wektorem z R?.

b) Symetria srodkowa jest takim przeksztalceniem F, ze F(X) = —X.

Zatem m(F) = <_01 _01) Rozwiazujac rownanie (_01 _01> (z) = A (g) mamy

A = —1, natomiast ‘; jest dowolnym niezerowym wektorem z R2.

2. Wartosci 1 wektory wlasne powinowactwa prostokatnego F' o osi [ : ax + by = 0 i skali &.
/

Niech Xy = (50) bedzie rzutem punktu X = (z) na prosta [, a X' = (;j,) niech oznacza
0
obraz X przez F.

a) Wyznaczamy m(F):
e W pierwszy kroku wyznaczamy rzut X, punktu X na os [.
—
Poniewaz wektor X X, jest rownolegly do wektora normalnego <Z> prostej [, a X

lezy na prostej [, wiec musimy rozwiaza¢ nastepujacy uktad réwnan:

() =)
{ Yo —Y b
aa:o+by0:0

Otrzymujemy:

b2x — aby

—abx + a*y
azr + by

R

e Teraz wyznaczamy X' w zaleznosci od X Kkorzystajac z defincji powinowactwa

To —

Yo =

t =

prostokatnego: Xo X' = kX X. Zapisujac ten warunek w postaci
{2 =20+ k(z —20), ¥ =0+ (y —w)}
otrzymujemy

1 ka* +b* (k—1)ab
m(F) = a? + b2 ((k —Dab  kb*+a?

b) Aby wyznaczy¢ wartosci i wektory wlasne tego przeksztalcenia przejdziemy do jego
interpretacji geometryczne;.



e Jezeli X lezy na osi [, to obrazem X jest on sam, dlatego A\ = 1, a za X mozemy
przyja¢ wektor kierunkowy prostej [ tzn. wektor

Jezeli X lezy na prostej przechodzacej przez O i prostopadlej do [,to obrazem X jest
wektor £X. Dlatego w tym przypadku wartoscia wtasna bedzie liczba k, a wektorem
wlasnym (Z

e Na koniec nalezy sprawdzi¢ poprawno$¢ odgadnietych wynikow przez podstawienie

ich do roéwnosci:
1 ka* +v* (k—1)ab\ (= N
a2+ 02 \(k—1ab kb*+a*>)\y) ~ \y
e Ostatecznie otrzymujemy wartosci wltasne 1 i k oraz odpowiednio wektory wtasne
—-b\ . (a
()6
3. Wartosci wlasne izometrii liniowej F'.
Jezeli F jest izometria, to spelniony jest nastepujacy warunek: |F(X)| = |X|. Jezeli X jest

wektorem wilasnym z wartodcia wlasng A, to F(X) = AX. Mamy zatem nastepujacy ciag
rownosci:

[ X| = [F(X)| = [AX] = [A]- [X],

skad |A\| = 1.
Dla A\ = 1 izometria liniowa jest obrotem, a dla A = —1 symetrig osiowg wzgledem prostej
przechodzacej przez O.

4. F ma wartos¢ whasna 0, tzn. F'(X) = 0- X dla X # 0. Stad np. 2F(X) = 0. Korzystajac z
liniowosci F mamy F'(2X) = 0. W ten sposob orzymujemy dwa rozne punkty (tzn. X i 2X),
ktore przechodza na ten sam punkt O. Stad F' nie jest roznowartosciowe.

5. Wielomian charakterystyczny macierzy ( ) jest postaci (a — A)(b— ).

a c
0 b
a) Przypadek a # b.

Wartosé wlasna \ = a.

0 b—a
jemy uktad rownan {cy = 0, (b — a)y = 0}, ktory ma jedno rozwiazanie y = 0. Wtedy

. (0
Wtedy wektory wlasny wyznaczamy z réwnania ( ¢ ) (;j) = 0. Stad otrzymu-

. 1
wektorem wtasnym jest ¢ 0
Wartos¢ wtasna \ = 0.

. —b
Wtedy wektory wlasny wyznaczamy z réwnania (a 0 g) (Z) = 0. Stad otrzymu-

jemy rownanie (a — b)x + cy = 0, ktorego rozwiazanie jest zalezne od c.

o . . . 1
Jezeli ¢ £ 0, to y = b_T“x, a x dowolne i wtedy wektor wtasny jest postaci: ¢ (b__a)

c

Jezeli ¢ =0, to x = 01 y dowolne i wtedy wektor wlasny jest postaci: ¢ ((1))



6.

10.

11.

b) Przypadek a = b.

Wtedy wektory wlasne wyznaczamy z réwnania (8 8) (g) = 0. Stad otrzymujemy

rownanie cy = 0, ktérego rozwigzanie zalezy od c.

Jezeli ¢ # 0, to y = 0. Poniewaz nie bylo ograniczen na x, wiec jest dowolna liczba
CL 1

rzeczywista i dlatego wektor wlasny w tym przypadku ma posta¢: ¢ 0

Jezeli ¢ = 0, to y jest dowolne oraz x tez dowolne i dlatego w tym przypadku wektorem

wlasnym jest dowolny wektor z R2.

. . . 1 . .
Wielomian charakterystyczny macierzy A = (—p g) jest postaci A2 — 4\ + 3 + p*

Liczba wartosci wlasnych macierzy A jest zalezna od ilosci rozwiazan powyzszego trojmianu
kwadratowego, ktorego wyroznik ma posta¢ A = 4(1 — p?). Stad ich liczba wynosi

0,|p] > 1

Lpl=1
2,lpl <1

Latwo sprawdzi¢, ze wielomian charakterystyczny macierzy A = <CCL d> jest postaci

A2 —tr A\ +det A, gdzie tr A = a + d oraz det A = ad — be
Stad tr A = 4 i det A = 5. Przykladowa macierza spelniajaca te warunki jest macierz

)

a 0\ a? 0
Latwo sprawdzi¢, ze dla n = 2 jest spetniona réwno$é (0 b) = (O b2)'

Korzystajac z zasady indukcji matematycznej otrzymujemy ciag réwnosci

a 0 (nH)_ a 0\ (a 0\ (a* 0\ [a 0\ [a™D 0
0 b ~\0 b \0 b)) N0 )0 b)) 0 bt
Z zaleznosci F(u +v) = F(u — ) korzystajac z liniowosci F', otrzymujemy F(u) + F(v) =

F(u) — F(v). Stad F(v) = 0= 0-v.To oznacza, ze v jest wektorem wlasnym F dla wartosci
wlasnej rownej 0.

Niech A i X # 0 oznaczaja odpowiednio warto$¢ wlasna i wektor wlasny macierzy A
speliajacej warunek A? = A. Wtedy otrzymujemy nastepujacy cigg réwnosci

AX = AX = A’X = A(AX) = AQX) = MAX = X
Stad AX = A\2X. Rozwigzaniem tego réwnania jest para liczb 0 lub 1.

Niech A i X # 0 oznaczaja odpowiednio warto$¢ wtasng i wektor wlasny przeksztalcenia F
spelniajacego warunek F o F' = F. Wtedy

AX = F(X) = (Fo F)(X) = F(F(X)) = F(AX) = AF(X) = A’X.

Stad AX = A\2X. Rozwigzaniem tego réwnania sg liczby réwne 0 lub 1.
Przyktady takich przeksztalcen to: rzut na prosta, przeksztatcenie state, identycznosé.



12.

13.

Mamy nastepujacy ciag réwnosci:
A?v = A(Av) = A(MW) = Mo = M.

Stad A%v = M\2v, a ta réwnos$¢ oznacza, ze v jest rowniez wektorem wlasnym macierzy A? dla
wartosci wlasnej A\2.

Mamy nastepujacy cigg rownosci:
F%y = F(Fv) = F(\v) = A\Fv = M.

Stad F?v = A\?0, a ta r6wno$¢ oznacza, ze v jest rowniez wektorem wlasnym przeksztalcenia
F? dla wartoéci wlasnej \2.



