Zadania 5.1 Odpowiedzi

1. Przyjmiemy z, = z, + 1y,, dlan =1,2. Wtedy mamy
21+ 20 =(x1+x2) +i- (Y1 +y2) oraz iz =i(xy + iy1) = —y1 +ixy,

czyli
Re(z1 + z2) = Re(z1) + Re(zz), Im(z1 + 22) = Im(z1) + Im(z2)

oraz

Re(izy) = —Im(z1), Im(iz;) = Re(z).

2. Policzymy (1—iv/3)%. Liczbe z = (1—iv/3) przedstawimy w postaci trygonometryczne;.
W tym celu musimy wyznaczy¢ modul i argument tej liczby. |z| = 2, a argument
wyznaczamy z uktadu réwnan {cos¢ = 3, sm(b = ‘/?:} Poniewaz cos jest dodatni, a
sin ujemny, wiec kat ¢ nalezy do przedmalu (3, 2m) i wynosi ¢ = 3. Stad
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3. Obliczymy pierwiastki 3. stopnia z liczby z = —1 + 7. Ponownie wyznaczamy mo-
dut i argument tej liczby. |2| = V2, a argument ¢ wyznaczamy z ukladu réwnan
{cosp = ——, sing = ‘[} Stad ¢ = 37.Liczba z ma doktadnie trzy pierwiastki

stopnia trzeciego i sa to liczby postaci wy = |z\e +5H) , k=0,1,2, czyli
we = V2" GTER | =0,1,2.

Przechodzac do postaci algebraicznej otrzymujemy kolejno
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gdzie
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Te zaleznoéci z kolei wynikaja z nastepujacego ciggu réwnosci:
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W powyzszych wzorach nalezy przyja¢ ¢ = %, dlatego tez pierwiastki sa brane tylko
ze znakiem plus. Sprawdzmy jeszcze, ze wg + wy + we = 0. (Patrz zadanie 11.)
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Przy drugim znaku réwnosci przed pierwiatkiem jest znak minus, bo (1 — v/3) < 0.

4. Wyznaczymy wszystkie pierwiastki zespolone stopnia szostego z 1. Modut tej liczby to
1, argument to 0, dlatego tez pierwiastki te sa postaci:

wy, = €6k = ei5k k=0,1,2,3,4,5.
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Ws =COS + isingw = cos(2m — g) + isin(2m — g) = cos(g) — zsm(g)

1 V3

1=
2 2

Zauwazmy, ze suma pierwiastkow zespolonych z 1 wynosi zero.

5. Geometryczna interpretacja przeksztatcenia F



a) F(z +iy) = iz — y, to znaczy F((z)) = (7Y). Stad m(F) = (1 _01) . Jest to

macierz obrotu o kat 7;

. . x . -1 0
b) F(x +iy) = —x — iy, to znaczy F((y)) = (7y). Stad m(F) = ( 0 _1) . Jest to
macierz symetrii srodkowej o srodku w O;

c) Fx +1y)=(xr+1)+i(y + 1), to znaczy

(=G =0+ 0)

Tym razem chodzi o translacje o wektor G)

6. Mamy nastepujacy ciag réownosci dla z = x + iy :
ltz| = /1222 + t2y? = |t|\/ 2?2 + y? = |t] - |2
7. 7 jednej strony mamy
(cos¢ + ising)* = cos’p — sin’¢ + i(2singcos).
Z drugiej natomiast, stosujac wzor de Moivre’a, otrzymujemy
(cosd + ising)? = cos2¢ + isin2ep.
Po poréwnaniu czesci rzeczywistych i urojonych tych liczb otrzymujemy:
$1N2¢ =2sinpcoso,
c082¢ =cos*¢ — sin’o.
8. Aby wyznaczy¢ sin3¢ i sin3¢, nalezy postapi¢ analogicznie jak w zadaniu poprzed-
nim.Tu jednak nalezy liczbe cos¢ + isin¢ podnies¢ do potegi trzeciej.
(cosp + ising)® = (cos®p — 3cospsin®g) + i(3cos*psing — sin¢)
oraz
(cosp + ising)® = cos3¢ + isinde.
Po poréwnaniu czesci rzeczywistych i urojonych tych liczb, otrzymujemy:
sin3¢ =3cos’psing — sin’ep,

c0s3¢ =cos>p — 3cospsin’e.

9. Pierwiastki stopnia n z 1 sa postaci: 2z = ek Jezeli przyjmiemy w = ei%ﬂ, to

otrzymamyz;, = w*.

10. Mamy nastepujacy ciag réwnosci:
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