Zadania 6.1 Odpowiedzi

. Szukany punkt musi spelnia¢ nastepujaca rownosc: ﬁ = 21@ ,
czyli P — A = 2(B — P). Stad otrzymujemy:

1 ZTo —f- 23171
20 + 521

. Niech P; i P, beda $rodkami odpowiednio krawedzi AB i CD, natomiast Q1 i Q9
srodkami krawedzi AC i BD. Srodek S; odcinka P; P, jest zatem postaci:

1 1.1 1 1
a srodek Sy odcinka ()1Q); wyraza sie nastepujaco:
1 1.1 1 1
Sy = 5(@1 +Q2) = 5[(§(A+C) + §(B+D)] = Z<A+ B+C+ D).

Stad 57 = 95. Inaczej moéwiac, te dwa Srodki pokrywaja sie.

. Srodek S sfery ma nastepujace wspéirzedne:

1

=W N

a promien ma dhugosc¢ %\/m = v/14. Stad réwnanie sfery ma jest postaci:
(z -2+ @y—3)>2+(z—4)7°=14.
. Korzystajac z nastepujacego oszacowania:
[l = Jv]| < |u+ o] < Ju| + ],
mamy 4 < |u+v| < 10.
. Mamy trzy niewspotliniowe punkty

A=|1],B=
1

w O N
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Zatem plaszczyzna jest rozpigta na przyktad na parze wektorow

1 0
AB=|-1]iac= -1

2 3

Biorac pod uwage na przyktad punkt A mamy jej rownanie parametryczne postaci

T 1 1 0
yl=11]+t-|—-1]+s-|—1
z 1 2 3



Traktujac je jako nastepujacy uklad réwnan: {z = 1+¢, y = 1—t—s, 2 = 1+2t+3s},
wyrugujemy z niego s i t. Doprowadzi to do rownania ogolnego tej ptaszczyzny postaci
rT+3y+z2z—5=0.

Inny sposdéb wyznaczenia réwnania ogolnego tej ptaszczyzny polega na wyznaczeniu

jej wektora normalnego, czyli iloczynu wektorowego na przyktad wektorow AB i AC.
1

Zatem 70 = | 3 , czyli réwnanie ogdlne plaszczyzny, ktéra przechodzi przez punkt A
1

i ma wektor normalny 77 jest nastepujacej postaé: (x—1)+3y—-1)+(z—-1)=0.
. Wystarczy znalez¢ dwa rézne rozwiazania nastepujacego uktadu réwnan:
{20+y—2—-4=0, 32+ 3y —2z—9 = 0}.

Mozna sprawdzi¢, ze takimi rozwigzaniami sg na przyktad wspotrzedne nastepujacych
punktow:

-1 0
A= 0]iB=1]1
—6 -3
1
Wtedy za wektor kierunkowy szukanej prostej przyjmujemy np. wektor 1@ =1|1
3
Stad jej rownanie ma nastepujaca posta¢ parametryczna:
T 0 1
yl=11]+t|1
z -3 3
lub kierunkowsg
_y—1 z+3
11 37
co mozna zapisa¢ réwniez jako
z+3
r=y—1= .
Y 3

. W pierwszej kolejnosci znajdziemy réwnania tych ptaszczyzn w postaci ogdlne;j.
W tym celu rozwiazemy nastepujace uktady réwnan:
{r=1+4+2s; y=1+s+2t, z=1+ s},
{r=—-14s—t, y=2+4s+5t, z=—2s — 3t}.

Otrzymujemy kolejno x — 2z + 1 =0 oraz —2x + 5y + 9z — 12 = 0.
Posta¢ krawedziowa prostej stanowi nastepujacy uktad rownan:

{22 4+5y+92—-12=0, v — 22+ 1 =0}.

Aby wyznaczy¢ postaé parametryczng tej prostej, musimy mie¢ punkt, przez ktory
przechodzi oraz jej wektor kierunkowy. W tym celu wskazemy dwa rézne rozwiazania
powyzszego uktadu réwnan. Sa nimi na przyktad punkty

-1 3
A= 2 ]1iB=1{0



Za wektor kierunkowy tej prostej wezmiemy wektor rownolegly do wektora 1@ =

2
2| —1 ], co ostatecznie daje nastepujaca postac¢ parametryczng tej prostej:
1
T -1 2
yl=12|+t-|—-1
z 0 1

W postaci kierunkowej zapisujemy ja jako

r+1 y—2 =2
2 -1 1
lub réwnowaznie
z+1 5
=2—y =z
5 Yy

Inny sposéb rozwigzania tego zadania polega w pierwszej kolejnodci na wyznaczeniu
wektoréw normalnych do podanych ptaszczyzn. Odpowiednio dla pierwszej i drugiej
plaszczyzny sa nimi nastepujace wektory:

2 0 -1 1 -1 )
m=(1]l x2]=2(0)im=4|x[5]=1]5
1 0 2 ) 3 9

Za wektor kierunkowy szukanej prostej przyjmiemy wektor réwnolegly do iloczynu
wektorowego wektoréw normalnych tych ptaszczyzn:

2
ny X nyg = —10 -1
1
8. Posta¢ parametryczna tej prostej to
T 3 2
yl=12]|+¢t-|-1],
z 1 -1

natomiast kierunkowa

Réwnowaznie mozna ja zapisa¢ nastepujaco:

x—3
-9 _y=1-—
2 Y ‘
lub na przyktad w ponizszej postaci
r—3
=y—2=z-—1
9 y o

9. Nalezy znalez¢ rozwiazania odpowiednich uktadéw rownan.



{ 20 +3y+z2—5= 0

S
Roéwnowaznie
20 +3y+z2—5= 0
r= 2t+3
y= 3t+4
z= ot+6.
10
Rozwiazaniem jest t = —% 1 nastepujace x,y i z: Z
?_3
b)
r+y+z—2= 0
=t
y= t—1
z= —t+1
2
Tu rozwigzaniem jest ¢t = 2 oraz 1
—1

¢) Z réwnania kierunkowego prostej otrzymujemy nastepujace zaleznosci:
{y =2x — 1, 2 = 3z — 2}, ktére wstawiamy do réwnania parametrycznego plasz-
czyzny i otrzymujemy nastepujacy uktad rownan:

-r + s 4+ 2t + 1 = 0
—2r — s + 2 =
-3z + 25 + 3t + 3 = 0.
-1
Jego rozwiazaniem jest t = —1, s = 4 i nastepujace x,y i z: | —3
-5
Inny sposéb polegalby na zapisaniu réwnania ptaszczyzny w postaci ogélnej. Wtedy
zadanie to sprowadza sie do zadania z punktu a).
d) Postepuje sie¢ podobnie jak w punkcie c).
10. Z réwnania pierwszej prostej otrzymujemy nastepujace zaleznosci: {z = z = 1 + y}.
Wstawiajac je do réwnania drugiej prostej otrzymujemy nastepujacy uktad rownan:

y= t+1
y= 3
y= 2t—1,

ktorego rozwiazaniem jest t = 2, y = 3, a stad x = 2z = 4. Poniewaz nasz uklad ma
4

jedno rozwigzanie, to proste przecinaja si¢ w jednym punkcie: | 3
4



