Zatem objetos¢ czworoscianu ABCD

Zadania 6.3 Odpowiedzi
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a pole éciany ABC jest réwne %p@ X 1@\ = \/75

. Zmiana wyznacznika macierzy A rozmiaru 3 X 3
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)
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Nie zmieni sie.
Poniewaz| AT | = | A|, zadanie to sprowadza si¢ do punktu a).
Wyznacznik takiej macierzy jest réwny t3| A|.

Wynika z punktu ¢). Wyznacznik takiej macierzy jest réwny —|A].

. Wyznaczniki macierzy

a)

Nalezy dokona¢ rozwiniecia Laplace’a wzgledem trzeciej kolumny, bo tam sg az dwa
zera i wtedy otrzymujemy

=5-(—=1)*" = —5-(—4) = 20.

1
4
3 3 2

N — DN
o O O

12‘

Wyznacznik tej macierzy zapisanej w postaci (k1kgks) réwna sie zero, bo ky = ks.
7 definicji wyznacznika mamy

|k1koks| = (k1 X k2) o k3, a wiec dla ky = k3 zachodzi (k; X kg) o ky = 0,

bo (k1 X ko) jest prostopadly do ki. Ogdlnie, jezeli jakakolwiek kolumna jest réwna
innej kolumnie przemnozonej przez stata, to jej wyznacznik wynosi zero. Poniewaz
wyznacznik macierzy transponowanej jest rowny macierzy wyjsciowej, to wtasno$é
ta przenosi si¢ rOwniez na wiersze, bo po transpozycji wiersze staja sie kolumnam,
a kolumny wierszami. Prosze zauwazy¢, ze w tym przyktadzie wiersz trzeci réwna
si¢ podwojonemu wierszowi pierwszemu (wz = 2wy ).

Wyznacznik wynosi 12. Trzeba dokonaé¢ rozwiniecia Laplace’a wzgledem pierwszego
wiersza badz trzeciej kolumny. Dokonujemy takiego wyboru ze wzgledu na zero w
pierwszym wierszu badz trzeciej kolumnie. Mozna troche uprosci¢ obliczenia sto-
sujac wlasno$¢ wyznacznika przedstawiona w zadaniu 10. Wystarczy do trzeciego
wiersza doda¢ drugi przemnozony przez (-7) (symbolicznie ws < w3 — Twsy). Wtedy
otrzymujemy, ze wyznacznik naszej macierzy jest rowny wyznacznikowi nastepuja-

3 2 0
cej macierzy: 1 1 1| . Tu jeszcze warto wyciagnaé (-3) z trzeciego wiersza
-3 —6 0

przed znak wyznacznika i dokona¢ rozwiniecia Laplace’a, juz zdecydowanie, wzgle-
dem trzeciej kolumny (dwa zera w tej kolumnie).



d) Wyznacznik wynosi 2. Wystarczy dokonaé rozwiniecia Laplace’a wzgledem dowol-
nego wiersza czy kolumny. Mozna tez uproscic liczenie tego wyznacznika korzystajac
z wlasnosci wyznacznika podanych w zadaniu 9 i 10.
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4. Wyznacznik wynosi a - b - c.

5. Nalezy sprawdzi¢, ze te trzy wektory sa liniowo niezalezne. W tym celu wystarczy
policzy¢ nastepujacy wyznacznik:
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Aby przedstawi¢ zadany wektor w postaci liniowej kombinacji powyzszych trzech wek-
torow, nalezy rozwigzaé¢ nastepujacy uktad réwnan:
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Uktad ten ma dokladnie jedno rozwigzanie, ktére mozna wyznaczy¢ np. metoda Cra-
mera. Jest nim tréjka liczb (x,y, z) = (2, —3,4).

6. Schemat Sarrusa:
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= V1Wal3 + W1UV3 + U V2W3
V3WalU — W3aU2V; — U3V2Wy
po odpowiednim uporzadkowaniu mamy:

= (vows — v3wa)uy + (Vzwy — VyWs3) U2

+

(Ulwz - Uzwl)us

(U x W) o .

7. Aby podane wektory byty liniowo niezalezne, ponizszy uktad musi mie¢ doktadnie jedno
ZeTowe rozwigzanie:
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Taka sytuacja ma miejsce, gdy wyznacznik macierzy gtéwnej réwny —(4p? — 9) jest
rozny od zera. Stad wektory te sg liniowo niezalezne dla p # j:%.



8. Postepuje sie jak w zadaniu 5.
9. Postuzymy sie przedstawieniem wyznacznika jako iloczynu mieszanego wektorow. Mamy
T W W= (VU xW)od.
Policzmy

T +td W W= (T Htd) x W)od = (U x W) oW +HW x W) o
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(D bo@x@=0.
Analogicznie postepuje sie w przypadku wyznacznika ‘7 W+t 7| :

Ponadto
T W U+ tW| = (VU x W) o [W+tW] = (VU x W)od +HV x W) oW
W wByod =7 T T,

(1) bo (U x W) jest prostopadty do .
Podobnie postepuje sie w przypadku wyznacznika ‘7 WU+ t7| .

Stosujac powyzsze oraz korzystajac z nastepujacej zaleznosci |A| = |AT|, obliczamy
wyznacznik
1 1 1 1 1 1 1 0
1 -1 1| &)1 -1 1"l 1
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feckmlg 9 1) = -2,
0 0 1

10. Na mocy wtasnosci |A| = |AT| zadanie to sprowadza sie do zadania 9.



