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1. Wprowadzenie i przyktady gier
gry wielosobowe, dwuosobowe, dwuosobowe o sumie zero, wieloetapowe, losowe

2. Podstawowe pojecia
strategia: czysta, mieszana, wartos¢ gry ¢.gracza, punkt rownowagi Nasha i niektore jego wta-
snosci, dominacja, twierdzenie Nasha o istnieniu punktu RN, twierdzenie Nasha o nosnikach

3. Gry z niepelng informacja

4. Gry o sumie zero
wtasnosci strategii optymalnych,
metody rozwiazywania niektorych typow gier macierzowych

5. Schemat arbitrazowy Nasha

6. Posuniecia strategiczne
uzgodnienia kolejnosci ruchow graczy, obietnice, grozby

7. Gry wielosobowe i koalicje
gry w postaci funkcji charakterystycznej, imputacje, dominacje, rdzen, wartos¢ Shapleya, nu-
kleolus, punkt Gately’ego
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Wstep do teorii gier
Lista zadan nr 1

Dla opisanych ponizej gier okresl zbiory strategii graczy, funkcje (macierz) wypltat oraz wartosci
gry kazdego gracza. Zaktadamy, ze cztery ostatnie sa grami dwuosobowymi o sumie zero.

1.

Uczestnicy tej wieloosobowej gry rozwazaja podjecie pewnej inicjatywy — akcji. Kazdy z nich
ma do wyboru jedna z dwéch decyzji: "wzia¢ w niej udzial” lub "pozosta¢ z boku”. Jesli
wiecej niz polowa uczestnikéw przytaczy sie do akeji, to kazdy z nich otrzymuje wyptate 100.
Gdy uczestnicy, ktorzy tak zdecyduja, nie osiggna wiekszoéci, to kazdy z nich zaptaci ”kare”
wysokosci 10. W kazdym przypadku gracze, ktorzy nie przytacza sie do akcji, ani nie otrzymuja
premii, ani nie ptaca kary.

Dwo6ch mysliwych moze polowaé na jelenia (J) lub zajace (Z). Ich decyzje zapadaja réwnocze-
$nie i niezaleznie (tzn. bez wiedzy o decyzji drugiego). Jelen ma wartosé 4, zajace po 1. Jesli
obaj zapoluja na jelenia, to upoluja go, otrzymujac po 2. Jesli jeden wybierze J, a drugi Z, to
pierwszy nic nie upoluje, a drugi upoluje zajaca. Jesli obaj wybiora 7, otrzymuja po 1.

Dwoch pracownikéw wykonuje pewna prace, przy czym kazdy z nich moze pracowaé (wtedy
s; = 1) lub udawaé prace (wtedy s; = 0), i = 1,2. Jedli gracz pracuje, ponosi koszt 3, jesli
tylko udaje 0. Wynik pracy wynosi 2(s; + so) dla kazdego z nich, niezaleznie od tego, czy
pracowal, czy udawat.

Dwoch kierowcow stoi na drodze zasypanej przez lawine. Catkowity naktad energii potrzebny
do od$niezenia drogi wynosi ¢ > 0, korzy$¢ kazdego z nich z dojechania do domu to b > c.
Energia (wyptata) kazdego gracza, gdy obaj nic nie robia wynosi a < b — c.

Dwoch graczy ma do podzialu kwote 100. A proponuje B podziat: x dla B, reszta dla A, gdzie
x € {1,2,...,100}. Gracz B moze sie zgodzi¢ i wtedy wyplaty sa takie, jak zaproponowal A,
albo nie zgodzi¢ i wtedy kazdy otrzymuje zero.

Kazdy gracz rzuca dwie lub trzy kostki i jednoczesnie jedng monete. Jesli I gracz wybierze
Iy kostek, a drugi gracz [y kostek oraz n jest liczba ortow, ktore pojawity sie w rzutach obu
graczy, to I gracz otrzymuje wygrana réwna

Wn(lhlg) = ‘ll — 27’L| + |l2 — 2n|

W uproszczonej wersji wtoskiej gry Morra kazdy z graczy pokazuje jeden lub dwa palce i jed-
noczesnie zgaduje, ile palcow pokaze przeciwnik. Jesli obaj odgadna albo pomylg sie, wyptata
wynosi zero. Jesli tylko jeden odgadnie, otrzymuje wyptate rowng sumie palcow wystawionych
przez obu graczy.

Dane sa trzy identyczne zbiory: Ly = Ly = L = {1,2,3,4}. Gracz I wybiera liczbe z ze zbioru
Ly, a gracz II liczbe y ze zbioru Lj;. Nastepnie ze zbioru L losuje sie liczbe ). Po ujawnieniu
liczb x,y, Q) wygrana (100) otrzymuje gracz I, jesli spelniona jest jedna z nieréwnosci:

y<r<Q@Q, Q<z<uy.

Taka samg wygrang otrzymuje gracz II, jesli spetniona jest jedna z nieréwnodci:

r<y<@Q, Q<y<uw.

Wygrane sa zerowe (nastepuje remis), jesli nie zachodzi zadna z powyzszych nieréwnosci.

Gracz [ wybiera jedng z trzech kart: kréla, 10 lub 2. Wtedy gracz II zgaduje S lub M. Jesli
ma racje (krol jest karta starsza S, a 2 — mtodsza M), otrzymuje kwote 3 od gracza I, a ptaci
mu kwote 2, gdy sie pomyli. Jesli I gracz wybrat 10, to gracz II wygra kwote 2, jesli oceni
ja jako M, ale gracz I bedzie musial wybiera¢ miedzy krolem a 2, jesli gracz II oceni 10 jako
S. Wtedy gracz Il znéw zgaduje: S lub M i wygra kwote 1, jesli ma racje, a traci kwote 3 w
przeciwnym razie.
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Wstep do teorii gier
Lista zadan nr 2

. Wyznacz punkty réwnowagi Nasha (punkty RN) dla gier opisanych w zadaniach 1 - 5 listy 1.

Pokaz, ze para strategii mieszanych ((0.5,0.5),(0.5,0.5)) stanowi punkt RN w grze Kot —
Muysz.

Uzasadnij, ze w grze dwuosobowej o sumie zero okreslenie punktu RN sprowadza sie do:

Wl(xvg)gwl<j>g)§wl(fay)a QZ’EX,yEY

Sprawdz, czy istnieja punkty siodtowe dla gier opisanych w zadaniach 6 - 9 listy 1.

Udowodnij tw. Brouwera o punkcie statym dla funkcji ciaglej na prostej rzeczywiste;j.
Wsk. Zauwaz, ze A = [a,b] i rozwaz funkcje g(z) = T'(z) — .

Uzasadnij, ze zbiér strategii mieszanych gracza jest zbiorem wypuklym, ograniczonym i do-
mknietym.

Udowodnij nastepujacy lemat:
Jesli X ={x = (z1,...,2,), 20y x; = 1,; > 0}, to dla dowolnych sy, ..., s, zachodzi

n

1;16%%(;;1:151 = max{sy,..., S}

Dla gier o nastepujacych macierzach wyptat wyznacz wszystkie punkty RN:
M= ( 15 42 ) YTle-n 0o ) T les )
(1,0) (3.4
Q=1 (1,1) (2,0
(3,3) (2,0

Rozwazajac maksima funkcji wyptat obu graczy wyznacz wszystkie punkty RN dla gry o
nastepujacej macierzy wyptat

(3,3) (0,2) (0,2)
P=1| (20 (2,2) (2,0
(2,0) (0,2) (3,3)

Stosujac twierdzenie Nasha o nosnikach wyznacz wszystkie punkty RN dla gry:

_ ([ (1.2) (2,7) (3,6)
R—<(2,7) (7.2) (4,5))'

Sprawdz, czy dla ponizszej gry istnieja punkty RN o nosnikach postaci

a) {2,3} x {1,2};
b) {1,2,3} x {1,2,3};

(1,1)  (=2,0) (-2,0)
V=1 1(0-2) (-2,0) (1,1
(0,-2) (0,0) (0,-2)



Wyznacz ponadto wszystkie punkty RN w zbiorze strategii czystych.

12. Uzasadnij, ze wyptata dla punktu RN jest réwna wyptacie dla dowolnej strategii czystej z
nosnika strategii mieszanej wystepujacej w tym punkcie RN.

13. Sprawdz, czy znalezione w poprzednich zadaniach punkty RN w zbiorach strategii czystych
sg optymalne w sensie Pareto.

14. Uzasadnij, ze w grach o sumie zero wszystkie strategie sa optymalne w sensie Pareto.



Wstep do teorii gier
Lista zadan nr 8

. Dla rozwazanej na wyktadzie gry wejscia wylicz pozostale elementy macierzy wyptat.

. Przyjmujac w powyzszej grze p = 2/3 pokaz, ze macierz wyptat jest postaci

((0,2) (0,2) (0,2) (0,2)>
(1,1) (1/3,4/3) (=1/3,-1/3) (=1,0) )~

Sprawdz, ze w zbiorach strategii czystych X = {O, E} oraz Y = {AA, AF, FA, FF}, odpo-
wiednio, gra ma punkty RN postaci: (O, FA), (O, FF) oraz (E, AF).

. Korzystajac z drzewa gry “game of chicken” omawianej na wyktadzie wyznacz macierz wyptat,
a potem przyjmujac R = 8, H = 16, L = 0, czyli dla macierzy postaci

(0,4) (0,4  (0,8)
(-1,-1) (-1,3) (-6,2)
3) (2,2)
2)

3,
2 (—4, —4)

~—~
~o
I
D
S~—
—~~

wszystkie punkty RN.
. Wyznacz punkty RN dla dwuosobowej gry z niepelna informacja okreslonej przez

zbiory typow graczy ©, = {t}, Os = {t1,t2};
zbiory akcji Ay = {a,b}, Ay = {c, d};
e przekonania graczy: @y (t1|t) = 0.6, Do(t[t;) =1,i = 1,2

e macierze wyptat w zaleznosci od poszczegdlnych typow Il gracza, tzn. dla tq,ts, odpo-
wiednio:
(1,2) (0,1) (1,3) (0,4)
( (0,4) (13) ) ’ ( (0,1) (1,2) ) '

. Producent poddat trzy rodzaje hamulcéw: I, II oraz III testom w trzech réznych rodzajach
warunkéw drogowych: A, B i C. Procent zadowalajacych préob podaje ponizsza tabela:

Hamulce | A B C
I 85.0 75.0 95.0
II 85.0 90.0 75.5 |
I11 85.0 65.0 92.0

Ktory rodzaj hamulcow ma wybra¢ do produkcji, jesli

a) nie zna czestosci wystepowania poszczegblnych warunkéw drogowych,

b) jest umiarkowanym optymista, tzn. jego wspétczynnik optymizmu wynosi p = 0.5,
¢) zalezy mu na zminimalizowaniu straty z powodu podjecia niewlasciwej decyzji.



Wstep do teorii gier
Lista zadan nr 4

Wiszystkie zadania tej listy dotycza gier dwuosobowych o sumie zero.

1. Pokaz, ze dodanie statej do wszystkich wyrazéw macierzy wyptat nie zmienia zbioru strategii
optymalnych obu graczy. Jak zmienia warto$¢ gry?
A jesli pomnozymy wyrazy macierzy wyplat przez stata rézng od zera?

_<111) _(151)
T=\r21) YT \wws

sg optymalnymi strategiami w grze o macierzy wyptat postaci

2. Sprawdz, czy wektory

4 0 2
W=10 20
1 1 3
Jesli tak, to podaj wartos¢ tej gry, jesli nie, jej oszacowanie.

_(111) _(151)
"=\re21) YT \wwes

sg optymalnymi strategiami w grze o macierzy wyptat postaci

3. Sprawdz, czy wektory

V:

N O
=N O
W == DN

Jesli tak, to podaj wartos¢ tej gry, jesli nie, jej oszacowanie.

4. Znajdz rozwigzania gier o nastepujacych macierzach wyptat:

1 2 0 455 0
A:<_ég_;l _;1 f) B=|0 2 3|, ¢c=|646], D= 1
3 -1 -3 77 4 -3

a 00 1 65 00 1

E=|la a 0|, a#0, F=[8 4 0|, G=|0 2 0],

a a a 3 2 7 3 00

-2 14 5 0 4 —1 2 333 Zég
2 10 9 —1 4 =2 323 3

= s ol 7|7 66 5| KT|s3s323| LT _‘112_;)
10 -8 5 05 —1 3330 SO

5. Wiedzac, ze x = (%,0,0, %) jest strategia optymalng I gracza oraz y = (i,u,w) , wy,w > 0,
jest strategia optymalng II gracza w grze o macierzy wyptat

)

-1 b
5 0
1 0
4 -1

=~ ot — Q

znajdz wartosci parametréw a, b, u, w oraz wartos¢ gry.

N O OO



Wstep do teorii gier
Lista zadan nr 5

. Zmajdz rozwiazanie przetargowe Nasha dla gry o macierzy wyptat postaci:

(2,6) (20,10
((10,20) (3,4) )

przyjmujac za wspotrzedne punktu SQ poziomy bezpieczenstwa kazdego z graczy.

. Przypusémy, ze dwaj gracze maja w wyniku negocjacji wybraé jeden z wynikow:

a) A(0,0),B(2,0),C(4,2),D(1,5),

b) A(1,8),B(6,7),C(8,6),D(9,5), £(10,3), F(11,—-1),G(—-1,—1)

badZz pewien rozktad probabilistyczny na nich. W obu przypadkach, jesli nie dojda do po-
rozumienia, maja zagwarantowane wyplaty (2,1). Wyznacz dla obu zagadniefi rozwiazanie
przetargowe Nasha.

. Dla kazdej z ponizszych macierzy wyptat poréwnaj rozwiazania przetargowe Nasha dla punk-
tow SQ bedacych poziomami bezpieczenstwa z rozwigzaniami dla punktéow SQ odpowiadaja-
cych strategiom grozb:

(1,3)  (10,5) (3,4) (4,3) (0,—10)  (10,0)
M= ( (5,10) (3/2,2) ) N = ( 2.2 ) ) P= ( (0,10) (—10,0) )

)

. Rozwazmy problem arbitrazu w grze o zbiorach strategii postaci X = {A, B}, Y ={C, D},
1) (6,
9) (1

oraz nastepujacej macierzy wyptat:
( (0, 2) )
(3,9) (1,0) )

Wiadomo, ze jedna z metod arbitrazu prowadzi do wyniku postaci

17 26

—AD + —BC = (4.19,6.23).

43 * 43 ( ’ )
Poréwnaj ten wynik z arbitrazem opartym na schemacie Nasha przy punkcie SQ
a) w poziomach bezpieczenistwa;

b) w optymalnych strategiach grézb.



Wstep do teorii gier
Lista zadan nr 6

. Dla rozwazanych na wyktadzie gier w przyktadach: 2.4. oraz 2.5. pokaz, ze jakakolwiek ko-
lejnos¢ wyboru strategii przez poszczegélnych graczy nie zmieni rezultatu gry uzyskanego w
wyniku jednoczesnego podejmowania decyzji przez graczy.

. Nawigzujac ponownie do gier omawianych na wyktadzie uzasadnij, ze gracz I moze uwiary-
godni¢ swoje posunigcia strategiczne (obietnice, grozby) obnizajac swoja wyplate:

a) za strategie Ba z 5 do 2 w grze z przykladu 2.5.;

b) za strategic Ab z 1 do —1 oraz za Ba z 4 do 2 w grze z przyktadu 2.6.

. Wyniki w ponizszych grach nie pozwalaja osiagna¢ I graczowi jego maksymalnej wyptaty. Dla
kazdej z nich sprawdz, czy gracz I moze zyska¢ wykonujac co najmniej jedno z nastepujacych
posuniec¢ strategicznych:

a) zagwarantowaé sobie pierwszy ruch,

b) zmusi¢ do wykonania pierwszego ruchu gracza II,

c) sformutowaé grozbe,

d) sformutowaé obietnice,

e) sformutowaé obietnice i grozbe.

W jaki sposob gracz I moze uwiarygodni¢ swoja deklaracje?

)

(27 2 (47
1,3) (3

1) ) 5 ( (3,2)
(1,3) (3,4) ) (2,4)
. Podaj przyktad gry majacej rozwigzanie w Scistym sensie, niewrazliwej ani na uzgodnienia
kolejnosci ruchow graczy, ani na grozby, ani na obietnice.

. Rozwazmy gre, w ktoérej stronami sg: porywacz i wziety przez niego zaktadnik. Porywacz
moze zabi¢ zaktadnika badZz go uwolni¢, zaktadnik moze zaptaci¢ okup badz nie, a w razie
uwolnienia zglosi¢ porwanie policji badz nie. Wyptaty dla porywacza wynosza kolejno: 5, gdy
dostanie okup, —2, gdy porwanie zostanie zgtoszone oraz —1, gdy zabije zaktadnika. Wyplaty
zaktadnika to, odpowiednio:—10, gdy zostanie zabity, —2, gdy zaptaci okup oraz 1, gdy zgtosi
porwanie policji. Zaktadamy, ze wyptaty kazdego gracza dodaja sie, tzn. gdy, na przyktad
porywacz dostanie okup, ale porwanie zostanie zgtoszone, to jego wyptata wynosi 5 — 2 = 3.
a) Utworz drzewo gry oraz macierz wyplat;

b) wyznacz punkty RN;

c¢) przyjmujac, ze zakladnik jest w stanie przekonaé¢ porywacza obietnica lub grozba, zapro-
ponuj jej sformutowanie i wyznacz nowe rozwigzanie gry;

d) wykonaj podpunkt ¢) w odniesieniu do porywacza.
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Wstep do teorii gier
Lista zadan nr 7

W nawiazaniu do omawianej na wyktadzie gry z przyktadu 2.7. rozwaz dwie mozliwe pozostate
koalicje, wyznacz ich wartosci, strategie optymalne graczy tworzacych koalicje oraz grajacych
samodzielnie.

Korzystajac z wynikow poprzedniego zadania wyznacz oczekiwane wyptaty poszczegdlnych
graczy. Czy na ich podstawie mozemy przewidywac, jakie powstang koalicje?

Dwie ponizsze macierze odpowiadaja wyptatom w grze trzyosobowej dla strategii czystych «
oraz [ III gracza, odpowiednio

(4,3,3) (1,2,7) (3,6,1) (2,5,3)

(3,5,2) (0,4,6) )’ (2,7,1) (1,6,3) )°
a) Wyznacz dla tej gry o stalej sumie punkty RN (wykorzystajac diagram ruchu oraz ewen-
tualne dominacje);
b) utéz i rozwiaz gre odpowiadajaca sytuacji, gdy powstaje koalicja II i III gracza przeciwko
I graczowi oraz wyznacz oczekiwane wyptaty poszczegdlnych graczy;
¢) to samo dla dwoch pozostatych koalicji;

d) wyznacz najbardziej pozadanego partnera koalicyjnego kazdego z graczy;
e) wyznacz funkcje charakterystyczna gry dla sytuacji, gdy dopuszczamy wyptaty uboczne.

3
6

Skonstruuj gre w postaci funkcji charakterystycznej modelujaca nastepujaca sytuacje:

A. jest przewodniczacym komisji, w sktad ktorej wchodza takze B., C. oraz D. Komisja po-
dejmuje decyzje poprzez gltosowanie wiekszo$ciowe, w przypadku rownego rozkladu glosow
decyduje gtos przewodniczacego.

. Wyznacz normalizacje wzgledem 0 — 1 gry:

v@)=0, oI)=1, o({I)=2, v(Il)=3,
v({I,11}) =5, o({I,I11})=7, o({II[,1II})=9, o({I[,II,III})=12.
Dla gry w postaci funkcji charakterystycznej
v(@) =v(l) =v(II)=v(III)=0, o{{l,II})=5,
v({I,111}) =2, o({II,II1})=3, o({I,II,III})=6.
zaznacz na trojkacie imputacji rdzen. Ktére imputacje wyznaczajg jego wierzchotki?

Wyznacz dla rozwazanej na wyktadzie gry satelitow komunikacyjnych normalizacje wzgledem
0 i pokaz, ze rdzen jest pusty.

Podaj warunek rownowazny istnienia niepustego rdzenia trzyosobowej gry subaddytywnej
znormalizowanej wzgledem 0 — 1.

Wyznacz warto$é Shaplaya dla:
a) gry satelitow komunikacyjnych;
b) gry opisanej w zadaniu 4.

Gra w postaci funkcji charakterystycznej jest okreslona nastepujaco:
v(0) = v(A) = v(B) = v(C) = 0;
v({A, B}) =60, v({B,C}) =100, v({A,C}) = 80, v(N) = 135.

a) Znajdz rdzen tej gry.
b) Wyznacz jej wartosé Shapleya, nukleolus oraz punkt Gately’ego.



