Rozdzialt 3

Podstawowe modele
kombinatoryczne

3.1 Permutacje, wariacje i kombinacje z powtérzeniami i bez powtdorzen
Rozwazmy n-elementowy zbiér A = {aj,as,...,a,}. Jezeli elementy zbioru A usta-
wimy w okreslonej kolejnoéci, np. a7, as, . . ., a,, a;, to otrzymamy cigg n-elementowy
oznaczany jako (a7, as, ..., a,,a;). Widzimy, ze dla okreslenia zbioru wystarczy podaé
jego elementy. Jezeli istotna jest takze kolejnos¢ ich wystepowania, to kazde uporzad-

kowanie wyznacza inny ciag.

1. Zbiér A mozna uporzadkowaé na
n-(n—1)-(n—2)-...-2-1=nl! (3.1)

sposobéw. Innymi stowy, ze zbioru A mozna utworzy¢ n! ciggéw n-elementowych zwa-

nych permutacjami elementéw zbioru A.

Rozwazymy teraz dwa sposoby losowania elementéw zbioru A: losowanie bez zwra-
cania wylosowanego elementu oraz losowanie ze zwracaniem wylosowanego elementu.
Przy obu regutach losowania w pierwszym przypadku uwzgledniamy kolejnosé loso-

wanych elementow, w drugim natomiast jest ona dla nas nieistotna.

2. Losujac k razy (k < n) elementy ze zbioru A bez zwracania, otrzymujemy
n-m—=1)-...-(n—(k—1)) (3.2)

roznych ciggéow zwanych k-elementowymi wariacjami bez powtérzen

oraz

nen-1)-..(n-(k-1) :(”) (3.3)

k! T K-k \k

réznych zbioréw zwanych k-elementowymi kombinacjami (bez powtérzen).
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3. Losujac k razy (k dowolne) elementy ze zbioru A ze zwracaniem, otrzymujemy

n-n-...-n=n" (3.4)
—

k razy

roznych ciagéw zwanych k-elementowymi wariacjami z powtérzeniami

(n +l; — 1) (3.5)

roznych zbioréwzwanych k-elementowymi kombinacjami z powtérzeniami .

oraz

Zauwazmy, ze, jak wskazuje nazwa otrzymanych zgodnie z tg regutg losowania ciggdéw

i zbioréw”, moga one zawiera¢ powtarzajace sie wielokrotnie elementy zbioru A.

Rozwazmy jeszcze uogdlnienie modelu z punktu 1.
4. 7Zbiér A, ktory dzieli sie na k podzbioréw takich, ze
1. sktada sie z my nierozréznialnych elementow,

2. sktada sie z moy nierozréznialnych elementéw,

k. sktada sie z my nierozroznialnych elementéw,
przy czym

mi+mo+...+mg =n,

mozna uporzadkowaé¢ na

n n—1m n—1m; — Mo n—m;—...— Mp_1 n!
my mo ms mp omglms! . my!

(3.6)

sposobéw. Wzér (3.6) przedstawia liczbe permutacji z powtdérzeniami zbioru A.

Przyktad 3.1.
Niech A = {al,ag, CL3,CL4} ik=2.
Sprawdzmy dla tych danych prawdziwosé¢ wzoréw (3.1) — (3.6).

1. Zbiér A mozna uporzadkowaé na
4.-3-2-1=4

sposobdow, poniewaz jako pierwszy moze wystapi¢ kazdy z 4 elementéw zbioru A, jako
drugi kazdy z 3 pozostatych, jako trzeci kazdy z 2 pozostalych, a czwarte miejsce musi
by¢ zajete przez jedyny niewystepujacy dotychczas element. Fundamentalna zasada

mnozenia (2.5) daje wiec powyzszy wynik.



2. Losujac ze zbioru A bez zwracania 2 elementy, otrzymamy
4.3=12
réznych ciagéw 2-elementowych (uzasadnienie jak wyzej) oraz
4-3
o 0

réznych zbioréw 2-elementowych, poniewaz na przyktad, dwa ciagi (ai, az) oraz (az, a;)
"przechodza” w jeden tylko zbiér {ai,as}, gdy przestaje nas interesowaé kolejnosé

tworzacych je elementow a; oraz as.

3. Losujac ze zbioru A ze zwracaniem 2 elementy, otrzymamy
4-4=16

roznych ciggow 2-elementowych, poniewaz na obu miejscach w ciggu moze wystapic¢

kazdy z 4 elementéw zbioru A oraz 10 nastepujacych zbioréw 2-elementowych:

{al, al}, {CLQ, GQ}, {(l3, (13}, {CL4, CL4}, {Cll, a2}7 {CLl, ag}, {al, CL4}, {CLQ, a3}7 {CLQ, CL4}, {ag, CL4}.

(427 0)

4. Podzielmy elementy zbioru A na 3 podzbiory Ap, As, A3 o liczebnosci 1, 1 oraz

Nie jest przypadkiem, ze

2 odpowiednio, tak, by elementy w zbiorze Az byly nierozréznialne. Uczynimy to,
wybierajac 1 element sposrod 4 tworzac podzbior A;, nastepnie 1 element sposrod 3
pozostatych tworzac A, i traktujac potem jako jednakowe pozostate dwa elementy —

beda one tworzy¢ podzbior Az. Na mocy (2.5") powyzsza procedure mozna przepro-

(1) (1)) i

sposobéw. Powyzsze wyrazenie mozna takze interpretowac jako liczbe wszystkich upo-

wadzié¢ na

rzadkowan 4-elementowego zbioru A utworzonego z trzech podzbiorow zawierajacych

odpowiednio 1, 1 oraz 2 jednakowe, ale rézne od pozostatych elementy.

Przyktad pozwala widzie¢ prawdziwosé wzoréw (3.1) — (3.6) poza wyjatkiem relacji

(3.5). Uzupelimy teraz te luke.

Dowéd wzoru (3.5). Zauwazmy, ze otrzymanie zbioru o k elementach mogacych wy-
stepowac¢ wielokrotnie, a pochodzacych ze zbioru n-elementowego jest rownoznaczne

z losowym rozmieszczeniem k nierozréznialnych kul w n ponumerowanych komorkach



(umawiamy sie, ze wylosowanie elementu a; ze zbioru A oznacza wlozenie kuli do 1.
komorki, elementu as — do 2. komérki, . .. , elementu a,, — do n. komorki). Kazde roz-
mieszczenie mozna z kolei przedstawié¢ graficznie jako kombinacje kresek i kropek np.
<+« |-|--+||-- - oznaczajacych odpowiednio kule (kropki) i komorki (kreski na oznacze-
nie $ciany komorki). W mysl tej konwencji, wynik losowania {ay,a,} w przyktadzie
3.1 bedzie zapisany jako - - |||, wynik {as, a3} jako |- |- |, a wynik {a4, as} jako ||| - -.
Wracajac do ogélnego przypadku, razem mamy wiec k (liczba kropek) i n — 1 (liczba
kresek) znakéw. Jedno rozmieszczenie jest jednoznacznie ustalone przez wybranie k

sposroéd wszystkich n — 1 4+ k znakéw. Zgodnie ze wzorem (3.3) wszystkich wyborow

(=077

Wzér (3.5) jest zatem udowodniony.

many

Przeanalizujemy teraz kilka zadan kombinatorycznych, do rozwiagzania ktorych

zastosujemy wzory (2.5) 1 (3.1) — (3.6).
Przyklad 3.2.

a) N 0s6b, wsrdd ktorych sa A i B, mozna ustawié¢ w kolejce na N! sposobéw (wzor
(3.1)). Ustawien, w ktérych miedzy A i B znajduja sie doktadnie 2 osoby (zaktadamy,
ze N > 4 oraz A wystepuje przed B) jest

(N —2)!

vy 2N = (V=2 (N -3)

N -2
(N-3)- < 5 ) 21 (N=2-2)l = (N-3)
Rzeczywiscie, w kazdym takim ustawieniu musi wystapi¢ Segment” sktadajacy si¢ z
osoby A, dwoch innych oséb i osoby B. Zatem A moze znajdowaé sie w kolejce na
kazdym miejscu o numerze od 1 do N — 3 wlacznie. Gdy ustalimy juz pozycje dla A,

wybieramy na (N 5 2)

-2! sposobdéw 2 osoby majace sta¢ miedzy A i B. Ich kolejno$¢ jest
istotna, wiec stosujemy wzor (3.2). Pozostatle N — 4 osoby ustawiamy na pozostatych

N — 4 miejscach na (N — 4)! sposobéw (wzér (3.1)).

b) Tworzymy liczby z wszystkich cyfr liczby 1234. Zgodnie z (3.1) takich liczb jest
4! = 24. Obliczmy, ile wynosi suma tych liczb.

Kazda z nich jest postaci a; - 1000 + b; - 100 +¢; - 10 + d;,i € [ = {1,2,...,24}.
Zauwazmy, ze a; = 1 dla 6 wskaznikow ze zbioru I, bo liczb postaci 1bcd, gdzie
b,c,d € {2,3,4} jest 3! = 6. Tak samo a; = 2 dla 6 innych wskaZnikéw ze zbioru I,

a; = 3 dla 6 wskaznikéw ze zbioru I oraz a; = 4 dla 6 wskaznikéw ze zbioru 1.



Analogicznie, b; = 1 dla 6 wskaznikow ze zbioru I, bo liczb postaci aled, gdzie a, ¢, d €
{2,3,4} jest 3! = 6., itd. Stad

dai=> b= ;=Y di=06(1+2+3+4)=060.

el el el el

Zatem szukana suma wynosi

> (a;10004b;-100+¢;-10+d;) = 1000 " a;+100 ) ;410> ci+ Y  d; = 60-1111 = 66 660.
i€l el el el i€l
¢) Réznowartosciowych funkeji o dziedzinie D = {1,2,...,k} oraz zbiorze wartosci

V ={1,2,...,n}, przy czym k < n, jest na mocy (3.2)
n-(n—1)-...-(n—(k—1)),

poniewaz pierwszemu argumentowi z D mozemy przyporzadkowac kazdy z n elemen-
tow zbioru V', drugiemu — o 1 mniej, czyli n — 1, itd.

d) Przyjmujac, ze alfabet ma 26 liter, mozemy zgodnie z (3.4) utozy¢

— 262 réznych inicjaléw 2-literowych;

— 26° réznych inicjaléw 3-literowych.

Aby przy uzyciu 3-literowych inicjaléw mozna byto odrézni¢ 1 mln osob, alfabet mu-
siatby mie¢ n = 100 liter. Rzeczywiscie, n®> = 1000000 dla n = 100.

e) Nalezy umiesci¢ n kul w n ponumerowanych komérkach tak, by doktadnie jedna
pozostata pusta.

Jezli kul nie rozrézniamy, mozliwosci rozmieszczen jest n(n — 1), poniewaz kazdemu
wyborowi komorki, ktora ma pozosta¢ pusta, a moze nig by¢ kazda z n komorek,
odpowiada wyboér jednej z pozostatych n — 1 komérek, ktora bedzie zawieraé¢ 2 kule.

Jesli natomiast kule rozrézniamy, takich rozmieszczen bedzie

n n!
n-(n—1)- (n=2)=nn-1)—.
=1 (5) (=2 =nn - 1)
Kazdemu bowiem opisanemu wyzej wyborowi komoérek odpowiada jeszcze wyboér 2
spoérod n kul, ktére bedg umieszczone razem (wzoér (3.3)) oraz kazde z (n — 2)!
ustawien pozostalych n — 2 kul w n — 2 komoérkach (wzér (3.1)).
f) Jezli z kolei rozmieszczamy k rozréznialnych kul w n ponumerowanych komérkach

tak, by w pierwszej znalazto sie doktadnie m (m < k) kul, to mamy do wyboru

(£ e

mozliwosci. Ustalamy bowiem naprzéd na ( :L ) sposobéw m kul do pierwszej komorki,

a reszte tzn. k — m kul rozmieszczamy dowolnie w pozostatych n — 1 komérkach.



g) Dziesieciu pasazerow (zakladamy, ze sa nierozréznialni) moze opusci¢ winde jadaca

od pierwszego do sibdmego pietra na

7T+10-1 16
() = (G —soos

sposob6w. Rzeczywiscie, jezli postuzymy sie modelem o k = 10 kulach, ktére nalezy
rozmiesci¢ w n = 7 komorkach, to zastosowanie wzoru (3.5) daje powyzsza odpowiedz.
Jezeli dodatkowo wymagamy, aby na kazdym pigtrze wysiadl przynajmniej jeden

pasazer, to takich rozmieszczen bedzie

(7-1) = () -

Stosujac bowiem w dalszym ciagu model rozmieszczania k nierozréznialnych kul w n
komorkach, widzimy, ze w omawianym przypadku kazde rozmieszczenie jest réwno-
wazne z wyborem n — 1 miejsc (dla kresek — Scianek komorek) sposréd k — 1 miejsc
(tyle jest miejsc miedzy k kropkami — kulami).

h) Réznych rozwiazaé réwnania
T1+ 2o+ a3+ 14 =15

w zbiorze liczb catkowitych nieujemnych jest na mocy wzoru (3.5)

4415-1 18
pum— :1'
()= () s

Zmienne traktujemy jako n = 4 komorki, ktore nalezy zapetié¢ tacznie k£ = 15 jedna-
kowymi kulami — jedynkami.
Jezeli chcemy, by rozwiazania byly liczbami naturalnymi (bez zera), stosujemy drugi

model oméwiony w podpunkcie (g) otrzymujac

15—-1 14
= = 364.
(1) -()
Warunek ten oznacza bowiem, ze zadna komorka nie moze pozostaé pusta.
i) Ze stowa METODYKA mozna utworzy¢ 8! réznych §téw” (tzn. ciagéw literowych)
8-literowych (wzor (3.1)).
Ze stowa REPRYWATYZACJA natomiast utworzymy zgodnie ze wzorem (3.6)
14!
31212110 1!
——
7 razy

= 3632428 800

stow” 14-literowych, poniewaz litera A wystepuje 3 razy, R — 2 razy, Y — 2 razy,

a pozostate litery tworza juz 1-elementowe ”podzbiory” zbioru liter rozpatrywanego



stowa.

j) Wracajac do konfiguracji pasazeréw, zatézmy, ze siedem (rozroéznialnych tym razem)
0sOb jedzie windg w oSmiopictrowym budynku, przy czym trzy z nich wysiadajg na
pierwszym pietrze, dwie — na drugim oraz po jednej na trzecim i czwartym. Wszystkich

takich mozliwosci jest na mocy wzoru (3.6)

(5) ) () ) = g =

poniewaz wybieramy naprzéd 3 osoby do pierwszego pietra, potem z pozostalych
czterech 2 osoby majace wysigs¢ na drugim pietrze, itd.

Jesli natomiast pytamy o liczbe mozliwosci wysiadania pasazeréw tak, by na pewnym
pietrze wysiadty 3 osoby, na innym — 2 osoby i na dwdch z pozostatych po 1 osobie,

to odpowiedzig jest

8\ (7\ (6) (T7\/4)/2)/1 8! 7!
(1) (1) (2) ' <3) (2) (1) (1) = T 3 - ot 420 = 352800,

Kazdemu bowiem rozdzieleniu os6b oméwionemu wyzej odpowiada jeden z mozliwych

podziatéw pieter na trzy podzbiory okreslone liczbg wysiadajacych pasazerow.

Uwaga. Do omawianych wyzej modeli kombinatorycznych: kombinacji oraz wariacji
z powtérzniami i bez powtdérzen mozna dojs¢ rowniez rozwazajac rozmieszczenia kul

w komorkach, jak to pokazuje ponizsza tabela.

Liczba rozmieszczen
k kul w n ponumerowanych komorkach
Kul
o e kule rozréznialne kule jednakowe
Zajetosci
w=(r1,22...,x1),x; €{1,..,n} | w=(21,...,2,), YT =k
1<k<n 1<k<n
0lub 1 nn—1)-..-(n—(k—1)) )
kul w x; - rozne z; € {0,1}
komorce k-elementowe wariacje k-elementowe kombinacje
bez powtorzen bez powtorzen
k dowolne k dowolne
dowolna & b1
liczba k
T; € {1,,n} T; € {0,1,,/{3}
kul w . .
Komd k-elementowe wariacje k-elementowe kombinacje
omorce , .. , .
z powtorzeniami z powtorzeniami
x; - numer komorki z ¢. kula x; - liczba kul w 4. komoérce




3.2 Wspoélczynniki Newtona i zwigzane z nimi tozsamosci kombinato-

ryczne

Oto kilka najwazniejszych wzoréw zwigzanych z symbolami Newtona:

(D i <k—7-1> = (Zﬂ) (3.7)

zn: (n) a" 0" = (a+b)", a,be R (3.8)

k
k=0
Powyzszy wzor jest znany jako wzér dwumianowy Newtona.

W szczegblnosci, biorac w nim a = b = 1 otrzymujemy

> (1) -2 (39)

k=0

a przyjmujac a = —b = —1 mamy

k; (Z) (—1)* = 0. (3.10)

Uwaga. Wzor (3.9) przedstawia liczbe wszystkich podzbioréw zbioru n— elemento-

wego (tacznie ze zbiorem pustym i calym tym zbiorem).

i (”> A Gl 0 Laer (3.11)

— k)k+1 n+1
W szczegdlnosci, biorac a = —1 otrzymujemy
n —1)k+1
3 (n) Sl (3.12)
pt k)] k+1 n—+1

Pierwszy z wymienionych wyzej wzoréw udowodnimy za chwile, drugi jest znany
z kursu analizy, a dwa kolejne wynikaja z niego natychmiast. Pozostaje wiec podac

dowdd wzoru (3.11). Korzystajac z wynikajacej od razu z definicji symbolu Newtona

n\ (n+1\ k+1
k) \k+1) n+1
oraz wzoru (3.8) mamy

n n ak—i—l n n+1 ak+1 1 n+1 n+1 l 1
kz:%(k)k‘f‘l Z(/ﬂ+1)n+1 n—i—lz( l )a n+1((a~|—) ),

k=0 =1

réownosci

czyli wzor (3.11)



Wracajac do wzoru (3.7) udowodnimy go, nadajac kazdej z jego stron odpowiednia

interpretacje kombinatoryczna.

Rozwazmy mianowicie zbiér (n + 1)-elementowy (np. n réznych liter i jedna cyfra)
oraz wszystkie (k + 1)-elementowe jego podzbiory. Na mocy (3.3) wiemy, ze jest ich
tyle, ile wskazuje prawa strona (P) wzoru (3.7). Zauwazmy jednak dodatkowo, ze
mozemy wérod nich wyrézni¢ dwa rodzaje: te, ktore zawieraja wyrdzniony element,

a jest ich (Z) (do tego wyrdznionego dobieramy jeszcze k sposrdd n innych) oraz te,

n
k+1

k + 1 elementy wybieramy spo$réd n — bez wyrdznionego). Z reguly dodawania (2.1)

w korych ten wyrdzniony element nie wystepuje. Tych z kolei jest ( ) (wszystkie

mamy lewa strone (L) wzoru (3.7), co konczy jego dowdd.

Stosujac te samg metode, udowodnimy jeszcze dwie nastepujace tozsamosci:

i k (Z) = n2" !, (3.13)

SO () e o

0

Co do (3.13), kazda ze stron pokazuje inny sposéb wykonania tego samego zada-
nia, a mianowicie wybrania sposréd n osoéb wszystkich k-osobowych komitetow, k =
1,...,n, z wyrézniong jedna osoba np. przewodniczacym. Wedtug lewej strony (L)
ustalamy najpierw liczebnos¢ komitetu k, potem na (Z) sposobéw wybieramy jego
cztonkéw, na koniec spo$rod nich wybieramy przewodniczacego (na k sposobow).
Wedlug strony prawej (P) wybieramy naprzod sposrdéd wszystkich n 0oséb przewodni-
czacego (na n sposobéw), a potem sposrod pozostatych n — 1 0s6b, z ktorych kazda
ma 2 mozliwosci: przyltaczy¢ sie, badz nie, dobieramy mu czlonkéw komitetu. Postaé

zaréwno prawej, jak i lewej strony wynika z fundamentalnej reguty mnozenia (2.5).

Wzér (3.14) takze da sie uzasadnié rozpatrujac tworzenie komitetéw. Tym razem

jednak ich liczebnos¢ [ bedzie ustalona, a wyboru bedziemy dokonywa¢ sposrod n pan

oraz m pandéw. Z jednej wiec strony (P) wiadomo, ze takich komitetow jest (mf")

Z drugiej, co pokazuje strona (L), mozemy je wszystkie pogrupowaé ze wzgledu na

liczbe k zasiadajacych w nich pan, k = 0,1,...,l, [ < min(n,m). Przy ustalonym
-k

pan odpowiada dowolna dopetniajaca do liczby [ grupa [ — k panéw. Stosujac znow

k, komitetow [- osobowych mozemy utworzy¢ (Z)( ) Rzeczywiscie kazdej grupie k

regute mnozenia (2.5) mamy powyzszy wynik.



Warto jeszcze zwr6cié uwage na nastepujacy szcezegdlny przypadek wzoru (3.14):

()2

ktory otrzymujemy od razu z (3.14) ktadac m = [ = n. Rzeczywiscie, poniewaz

()=

wiec



