Rozdziat 4

Podzialy

4.1 Podzialy zbioréow

Na poczatek rozwazmy nastepujacy

Przyklad 4.1.

a)

Zbiér n-elementowy mozna podzieli¢ miedzy trzy osoby A,B,C na 3" sposobow.

Kazdy bowiem podzial mozna przedstawi¢ jako wektor (z1, ... x,), gdzie z; € {A, B,C'}.
Podziatow takich, ze kazda osoba cos dostanie jest
3" —3(2"—2) -3 = 3(3" !t —2" +1),

poniewaz musimy wykluczy¢ przypadek, gdy elementy zbioru podzielone zostang migdzy
dowolne dwie osoby (A i B, Ai C, B i C) oraz, gdy wszystko dostanie jedna z trzech
os6b A B,C.

Natomiast liczba podzialéw w przypadku dzielenia tego zbioru na trzy niepuste czesci
wWynosi

1 1
— .33l _on 1) = (3t —2n 41

Jezeli liczebno$¢ zbioru, ktory dzielimy jest liczba podzielna przez trzy (n = 3k), to 1

podziatéw takich, ze kazdej osobie przypadnie doktadnie po k elementow jest

(1) () () = wm

a podzialéw na trzy rowne czedci jest %

1



Ogolnie:

Niech B, bedzie liczbg wszystkich podziatéow zbioru n-elementowego na roztaczne i nie-
puste podzbiory, ktérych kolejnos¢ jest nieistotna. Dla ustalenia uwagi i prostszego zapisu
przyjmiemy, ze rozwazany n-elementowy zbior to zbiér {1,2, ..., n}.

Pokazemy, ze ciag {B,, n =0, 1, ...}, ktéry nazywamy liczbami Bella, spetnia nastepujace

rownanie rekurencyjne:

Bpy1 = i (Z) Bo_p = zn: (7;’) B, By=1. (4.1)

k=0 =0

Dowdéd. W kazdym podziale bierzemy pod uwage zbior, ktory zawiera element n + 1. Moze
on mie¢ jeszcze k innych elementéw, gdzie 0 < k < n. Wybiera sie je na (Z) sposobow, a

pozostate n — k elementy sa dzielone na podzbiory na B,,_j sposobdw.
Przyktad 4.2.

Obliczmy wedlug powyzszego wzoru liczbe podziatéw zbioru {1,2,3,4}. Mamy

1 2
Z 1 Z 2
BlzBOZ]., B2: (Z>Bl:Bo+B1:2, Bgz (l)Bl:BO+2-Bl+B2:5;
1=0 =0

3
3
B4:Z(l) B, = By + 3Bi + 3B, + B3 = 15.
=0

Liczby Bella mozna tez okresli¢ nastepujaco:

B, = S(n, k), (4.2)
k=0
gdzie S(n, k) oznacza liczbe podziatéw n-elementowego zbioru na k niepustych podzbioréw,

ktorych kolejnosé jest nieistotna. Przyjmujemy, ze

0, n<k
S, k) =40, k=0,n>0 (4.3)
1, k=0,n=0

Liczby S(n, k) nosza nazwe liczb Stirlinga II rodzaju.
Przyklad 4.3.

Wyliczmy jeszcze raz By korzystajac tym razem z (4.2). Mamy kolejno:

S(4,0) =0, S(A4,1)=S8(4,4)=1, S@4,2)=7, 5(4,3) =6,



poniewaz mozna wyznaczy¢ 3 podzialty na 2 dwuelementowe podzbiory i 4 podziaty na
1 podzbiér trojelementowy i 1 jednoelementowy oraz 6 podziatow, w ktorych wystapi 1
podzbiér dwuelementowy i 2 jednoelementowe. Sumujac otrzymujemy, jak poprzednio, ze
By = 15.

Uwaga. Ciag {S(n,k), n = 1,2,...; k = 1,2,...,n} spelia réwnanie rekurencyjne
postaci:

S(n,k) = Sn—1,k—1)+kS(n—1,k). (4.4)

Dowéd. We wszystkich podziatach wyrézniamy te, ktére zawieraja jednoelementowy pod-
zbiér {1} oraz te, ktére go nie zawieraja. Tych pierwszych jest S(n — 1,k), bo mamy do
podzialu na k — 1 podzbioréw zbiér (n — 1)-elementowy. Podziaty w drugiej grupie sa two-
rzone w nastepujaco: zbiér {2, 3, ..., n} dzielimy na k niepustych podzbioréw, co mozna zrobié

na S(n — 1, k) sposob6éw i do jednego z nich, a wiec na k sposobéw, dotaczamy {1}.

Zauwazmy, ze w Przyktadzie 4.1 ¢) wyliczyliSmy jawna postaé¢ S(n,3) dlan = 1,2, ... Ponizej

pokazemy, ze otrzymane wyrazenie spelnia wzér rekurencyjny (4.4) dla k = 3 :

1 1

1 n n— 1 n n
256 —32.21+3y:§@ —3-2"+3).
Innym przypadkiem, w ktérym tatwo wyznacza sie jawny wzor na S(n, k) jest k =n — 2.

Otrzmujemy wtedy mianowicie

S(n,k) = S(n,n—2) = 3 (Z) + (g) .

Dowéd. Wszystkie podziaty zbioru {1, 2, ...,n} na n—2 niepuste podzbiory dzielimy na dwie
grupy: te, w ktérych wystepuja n—3 podzbiory jednoelementowe i jeden podzbidr trojelemen-
towy oraz te, w ktérych wystepuja n — 4 podzbiory jednoelementowe i dwa dwuelementowe.

Kazdy podzial z pierwszej grupy jest jednoznacznie okreslony przez wybor trzech elementow
tworzacych jeden podzbior, a wiec w tej grupie jest g podziatéw. Aby wyznaczy¢ podziat
z drugiej grupy nalezy ustali¢ cztery elementy tworzace dwa dwulementowe podzbiory. Taki

podzial mozna wyznaczy¢ na sposobow. Nastepnie te podzbiory nalezy podzieli¢ na

n
4
dwuelementowe podzbiory. To mozna zrobi¢ na trzy sposoby: np. dla zbioru 1, 2, 3,4 mamy
nastepujace podziaty:
{1,2} U{3,4}
{1,2,3,4} = ¢ {1,3} U {2,4}

{1,4} U {2,3}



Uwaga. Ogolnie, dlan =1,2,...; k=1,2,...,n zachodzi wzor
1 o k
_ _1\k—l n
S(n.k) = - 2( 1) (z) "
Dowdd indukeyjny ze wzgledu na n. Stosujac wzér rekurencyjny (4.4) mamy nastepujacy
cigg rownosci:
Sn+1,k) = Snk—1)+kS(n,k)

- ﬁ ki(—l)’“‘l" (k , 1) "+ % li‘(—l)k—’ (’;) "

=1

- ﬁg—”“(—” L= S (- (1)

=1

o i o fgi(‘l)k_l () - (7))

gdzie réwnosci oznaczone przez (1) i (2) wynikaja z nastepujacych zaleznosei:

-7+
@ (153)=5()
4.2 Podzialy liczb

Nieuporzadkowanym podziatem liczby naturalnej n na k dodatnich sktadnikéw nazywamy

kazde przedstawienie liczby n w postaci sumy:

n=a +a+..+ap a >ay>..>a,>1 (4.5)

Warunek monotonicznosci uniezaleznia podzial od kolejnosci sktadnikéw.
Liczbe wszystkich nieuporzadkowanych podziatéw liczby n na k dodatnich sktadnikow ozna-

czamy przez P(n, k).



Przyktad 4.4.
Dlan =71k =4 mamy P(7,4) = 3, poniewaz
T=4+14+1+1, 7T=34+2+14+1, 7T=24+2+2+4+1
oraz dlan =91k =4 mamy P(9,4) = 6, poniewaz

9=6+14+1+1=54+24+14+1=4+34+2+1=44+24+24+1=3+34+2+1=34+2+2+42.

W ogélnym przypadku nie ma jawnego wzoru na P(n, k). Zachodzi natomiast nastepujacy

wzér rekurencyjny:

P(n,k)=P(n—1,k—1)+ P(n—k k).

Dowdéd. Wszystkie nieuporzadkowane podzialy liczby n postaci (4.5) dzielimy na te, dla
ktorych ar = 1 oraz te, w ktérych ap > 2. Tych pierwszych jest P(n — 1,k — 1), poniewaz
mamy podzieli¢ na k — 1 sktadnikow liczbe n — 1. Dla tych drugich zauwazmy, ze warunek

(4.5) jest réwnowazny nastepujacemu:

V

n—k-1=(a;—1)4+(a—-1)+.+(a—1), a4 >a2>..>a; >2,

czyli
> .. >a,>1

N~

n—k=ay+ay+..+a, a;>a

Oznacza to, ze nieuporzadkowanych podzialow liczby n na k sktadnikéw z a, > 2 jest tyle,

ile nieuporzadkowanych podziatéow liczby n — k na k sktadnikéw, czyli P(n — k, k).

Latwo takze zauwazyc¢, ze
e P(n,k)=0dlak>n;
e P(n,k)=1dla k=n;

e P(n,1) =1,

P(n,n —2) =2, poniewazn =3+ 1x (n—3)orazn =242+ 1 x (n —4);

P(n,2) = [§], gdzie [x] oznacza czes¢ catkowity liczby x, poniewaz
jeslin=2k,ton=02k—-1)+1=02k—-2)+2=...=k+Kk,
jeslin=2k+1,ton=02k)+1=02k—-1)+2=...=(k+1)+k.
W obu zatem przypadkach P(n,2) = k = [2] = [2EH],

Ponadto prawdziwe sa nastepujace oszacowania P(n, k):



o P(n,k) < (Zj), poniewaz (Zj) jest liczba wszystkich, a nie tylko spelniajacych wa-
runek (4.5), rozmieszczen n > k kul w k réznych komoérkach tak, by zadna nie byta

pusta;

e P(n,k)> % (Zj), poniewaz kazdemu nieuporzadkowanemu podziatowi liczby n odpo-
wiada co najwyzej k! rozmieszczen n kul w k komoérkach, takich, by zadna nie pozostata
pusta.

bLaczac powyzsze nieré6wnosci mamy zatem
1 /n—-1 n—1
— < P(n,k) < .
k!(k:—l) < Pl k) < (k—l)

Niestety, otrzymane tak oszacowania wielkosci P(n, k) nie sa zbyt dokladne. Aby sie

o tym przekonaé, przyjmijmy np. n = 8 oraz k = 5 i wyliczmy dolne i gérne ogranicze-

L/ 7 (T
5(4) YR (4) =3

Daja nam one oszacowanie P(8,5) postaci

nie:

7
L < P(8,5) < 35.
57 < P(8.5) <35

Trudno je jednak uznaé za zadawalajace wiedzac, ze P(8,5) = 3.



